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Abstract 

Background and Objectives: This study aims to move beyond mere critical analysis toward providing a practical 

model for the systematic integration of the commutative property with the four key components of algebraic 

thinking (word problems, patterning, conceptualization of the equal sign, and generalization of arithmetic rules) 

in Iranian elementary mathematics textbooks.  

Method: Employing a mixed-methods explanatory sequential design, the research first conducted a quantitative 

and qualitative content analysis of all mathematics textbooks for Grades 1 to 6 (2023 edition). To further assess 

the depth of imbalances in the distribution of components, the Shannon entropy technique was utilized as a 

complementary quantitative analysis. 

Findings: Findings revealed a significant imbalance, with 31.34% of all identified instances concentrated in 

Grade 3 and only 5.97% in Grade 6.  A complementary Shannon entropy analysis also revealed this imbalance.  

Qualitative analysis uncovered structural weaknesses: a predominant operational view of the equal sign, the 

reduction of patterning to sequence completion, and an excessive focus on "generalization of arithmetic rules" 

(59.7%) at the expense of exploratory and relational understanding. In response, this study proposes the design 

and presentation of a developmental, grade-by-grade integrative model. This model specifies learning objectives, 

core instructional strategies, and sample activities for each grade and algebraic thinking component, emphasizing 

continuity, depth, and application.  

Conclusion: The study concludes that the current textbook representation lacks a coherent developmental 

trajectory for fostering algebraic thinking and that the proposed model can serve as a conceptual framework  for 

curriculum revision, teacher guidance, and the design of complementary learning resources. 

Keywords: commutative property, algebraic thinking, integrative model, 

mathematics curriculum planning, content analysis. 
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Extended Abstract 

Introduction: The elementary school years constitute one of the most critical stages of education, during which 

the cognitive foundations of mathematical thinking are formed (Shirzadi & Vahidi, 2023). In the field of 

mathematics education, the transition from an exclusive focus on arithmetic skills to the cultivation of algebraic 

thinking from the earliest years of schooling has become a central concern for researchers worldwide. This shift 

stems from the recognition that algebra plays a foundational role in mathematical success (National Mathematics 

Advisory Panel, 2008). The traditional approach of postponing algebra instruction until secondary school creates 

a conceptual gap known as the "arithmetic–algebra gap" (Kieran, 2004). In contrast, the gradual integration of 

algebraic thinking components into familiar arithmetic topics—referred to as generalized arithmetic 

(Kaput, 2008)—not only bridges this gap but also fosters a deeper understanding of basic concepts themselves. 

Recent research in algebraic thinking has emphasized the necessity of attending to cognitive and 

developmental aspects of this ability. For instance, Sunwoo and Yeo (2025) employed hierarchical factor 

analysis to demonstrate that elementary students' algebraic thinking comprises multiple dimensions, 

necessitating the design of tasks appropriate to each developmental level. Similarly, Kim and Kim (2025) 

conducted a comparative analysis of Korean and American textbooks, revealing significant differences in how 

pattern generalization tasks are presented—findings that can inspire textbook content revision. Furthermore, 

Ding et al. (2023) identified multiple pathways for fostering functional thinking in elementary school through 

their study of Chinese textbooks, emphasizing the richness of learning components during this period. 

At the heart of the gradual integration of algebraic thinking components into arithmetic topics lie structural 

mathematical concepts that express the rules governing relationships between numbers and operations. Among 

these, the commutative property (for addition and multiplication) is one of the most fundamental. This property is 

not merely a computational rule but an inferential tool that guides students toward observing structures, justifying 

strategies, and cultivating a generalizing disposition—the essence of algebraic thinking (Wilkie & Hopkins, 2024).  

In elementary mathematics, four components of algebraic thinking are of particular importance: word 

problems, patterning, conceptualization of the equal sign, and generalization of arithmetic rules (Khosrowshahi 

& Asghari, 2016). Therefore, the mere presence of the commutative property in textbooks is insufficient; the 

primary question is whether its representation is purposeful and systematic enough to strengthen these four 

components. Answering such questions requires a precise analysis of textbook content as the primary 

educational medium (Dāshteh et al., 2025; Nawrozi et al., 2024). Consequently, the logic of the study’s 

analytical framework can be formulated as follows: the four components provide potential situations for the 

emergence of algebraic thinking; the commutative property is the shared structural concept among these 

situations; and generalized arithmetic provides the theoretical basis for transitioning from specific examples 

to understanding the relationship and general rule. The present study aims to move beyond mere critical 

analysis toward providing a practical model for the systematic integration of the commutative property with 

the four key components of algebraic thinking in Iranian elementary mathematics textbooks. 

Method: This mixed-methods explanatory sequential study had two phases: (1) quantitative and qualitative 

content analysis of all six elementary mathematics textbooks (Grades 1–6, 2023 edition) to describe current 

representation; (2) design of an integrated model based on findings and theory. A complete census was used. 

The researcher-made protocol included a quantitative checklist (grade, page, section type, operation, format) 

and a qualitative coding framework with four categories: word problems, patterning, conceptualization of 

the equal sign, and generalization of arithmetic rules. The unit of analysis was an “instructional situation” 

meeting three criteria: presence of addition/multiplication, the possibility of inferring a change in order 

without a change in result, and a sign drawing attention to this relationship. Data were analyzed using 

descriptive statistics (SPSS 26), thematic analysis based on five cognitive levels (from operational to 

generalizing), and Shannon entropy to assess distribution across grades. Validity was established through 

expert review (five specialists), and reliability via independent coding of 30% of situations (87% agreement, 

Cohen’s kappa = 0.87). The model was designed in four stages, integrating theoretical foundations, 

quantitative distribution, and qualitative depth findings. 

Findings: A total of 67 situations were identified. Descriptive indicators are presented in Table 2. The 

distribution was highly unbalanced: Grade 1 (13.43%), Grade 2 (14.92%), Grade 3 (31.34%), Grade 4 

(22.38%), Grade 5 (11.94%), Grade 6 (5.97%). Grades 3 and 4 together accounted for 53.72% of all situations, 

while Grade 6 had the least. This indicates episodic attention without a developmental trajectory.  
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Component analysis (Table 4) showed “generalization of arithmetic rules” dominated with 59.7% (40 

situations), followed by “conceptualization of the equal sign” (19.4%), “word problems” (14.9%), and 

“patterning” (6%). Shannon entropy confirmed this imbalance: word problems and patterning had higher 

importance coefficients (0.181 and 0.387) due to concentrated distribution, while equal sign and generalization 

had lower weights (0.812 and 0.833). Qualitative analysis revealed structural weaknesses: generalization often 

involved direct rule transmission after a few examples, with limited conjecture or reasoning; the equal sign 

was predominantly operational (announcing results) rather than relational; patterning was reduced to sequence 

continuation; word problems were concentrated in lower grades and rarely asked students to compare orders 

or explain constancy. The main issue is not just frequency but cognitive depth. The study also proposes a 

grade-by-grade integrative model that addresses four gaps: distribution, depth, component, and application. 

In summary, qualitative findings indicate that the main issue is not merely the scarcity of situations but also 

the manner of their design and their cognitive levels. Therefore, to strengthen the role of the commutative 

property in developing algebraic thinking, increasing the frequency of situations alone is insufficient; rather, 

the sequence of activities must move from observation and concrete experience to comparison and explanation 

of relationships, application, rule discovery, and ultimately generalization in new situations. 

Discussion and Conclusion: This study aimed to design an integrated model for systematically incorporating 

the commutative property with four algebraic thinking components in Iranian elementary textbooks. Findings 

revealed severe imbalance: over half of all situations were in Grades 3–4, while only 5.97% were in Grade 6; 

generalization dominated (59.7%), patterning was neglected (6%); the equal sign was mostly operational. 

Shannon entropy confirmed uneven distribution. These results align with Kaput’s (2008) emphasis on 

generalized arithmetic requiring movement from specific computations to general structures. The operational 

view of the equal sign echoes Carpenter et al. (2000), who noted that students interpret the equal sign as a "do 

something" signal. Neglect of patterning reflects Mason’s (2008) concern that pattern tasks often remain at the 

level of sequence continuation. The findings support Wilkie and Hopkins’s (2024) call for tasks engaging 

students in generalizing actions. The theoretical framework integrating Khosrowshahi and Asghari's (2016) 

four-component model with Kaput's (2008) generalized arithmetic perspective proved valuable in revealing 

the structural gaps in the current curriculum. The four identified gaps—distributional, depth, contextual, and 

application—highlight the need for a coherent developmental trajectory that systematically integrates the 

commutative property with algebraic thinking components across all elementary grades. The proposed grade-

by-grade integrative model addresses these gaps by specifying learning objectives, core instructional strategies, 

and sample activities for each grade and component, emphasizing continuity, depth, and application. This 

model can serve as a conceptual framework for curriculum revision, teacher guidance, and the design of 

complementary learning resources, as advocated by researchers such as Ding et al. (2023) and Sunwoo and 

Yeo (2025). Limitations: The model was not empirically validated in classrooms; analysis was limited to 

textbooks, not classroom implementation; coding involved interpretive judgment despite high reliability. 

Future research should experimentally test the model’s effectiveness on relational understanding, 

generalization, patterning, and structural reasoning. Cross-cultural comparisons could further illuminate the 

integration of structural properties with algebraic thinking. 
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 چکیده 
  جبری  خاصریت  مندسرازی ناا الگویی کاربردی برای یکپارچه  ۀصرر  به سروی ارائ  ر از تحلیل انتقادیِاپژوهش حاضرر با هد  گ  زمینه و هدف:

های درسری  سرازی نماد تسراوی و تیمیق قوانیح حسراب( در کتاب)مسرائل کممی، الگویابی، مفهو   تفکر جبری  کلیدی  ۀبا چهار مؤلف  جاییجابه

 ابتدایی ایران انجا  شده است.  ۀریاضی دور

کارگیری  کاپوت( و با به  ۀ یافتتیمیق  حسابِ   ۀچارچوب ناری تلفیقی )ترکیب دیدگاه خسروشاهی و اصغری با نارییح مطالیه با اتکا به  ا  روش: 

  ( پرداخته ۱۴۰۳های اول تا ششق )چاپ های ریاضی پایهکتاب  ۀکلی ۀجانب ی و کیفی موضوعی( به بررسی همهروش ترکیبی )تحلیل محتوای کمّ

 . است  ههای تفکر جبری، از تکنیک تکمیلی آنتروپی شانون نیز استفاده گردیدوزیع مؤلفه است. برای سنجش عمق نابرابری در ت

سو  و    ۀشده در پایموقییت شناسایی   ۶۷ز کل  ا  ٪۳۴/۳۱ی، الگوی توزیع نامتوازن و نامناسبی را آشکار ساخت که در آن  های کمّافتهی ها: یافته 

های ساختاری  ضیف  نیز. تحلیل کیفی  نیز ایح عد  توازن را آشکار کردششق متمرکز شده بود. تحلیل تکمیلی آنتروپی شانون    ۀدر پای  ٪۹۷/۵تنها  

  »تیمیق قوانیح حساب« به  ۀها، و تمرکز افراطی بر مؤلفتقلیل الگویابی به تکمیل توالی، رویکرد عملیاتی به نماد تساوی ۀمهمی را نشان داد: غلب

تحصیلی   ۀپایه است که برای هر پایبهپایه  ۀیکپارچ  الگوی اصمحیِ  ۀایح پژوهش ارائ  پیشنهادپ یری.  از پرورش تفکر ساختاری و تیمیقبهای غفلت  

باشد. ایح الگو بر ایجاد تداو   تفکر جبری شامل »هد  یادگیری اصمحی«، »راهبرد آموزشی پیشنهادی« و »نمونه فیالیت عینی« می  ۀو هر مؤلف

 . جایی در حل مسئله تأکید داردسازی بسترهای مغفول و کاربردی کردن خاصیت جابه غنی   رشدی،

راه منسجق برای پرورش تفکر جبری است    ۀ جایی فاقد نقشنهایی تحقیق بر ایح امر دلالت دارد که بازنمایی کنونی خاصیت جابه   ۀتیج ن  گیری: نتیجه 

 .تواند راهگشا باشد می   ، ریزی درسی، تدویح راهنمای تدریس برای میلمان و طراحی منابع یادگیری رای بازنگری در برنامه ب   ، و اجرای الگوی پیشنهادی 

 . محتوا ریزی درسی ریاضی، تحلیلجایی، تفکر جبری، الگوی یکپارچه، برنامهخاصیت جابه :هاکلیدواژه 
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 مقدمه 

پ یرد )شیرزادی های شناختی در آن صورت میگیری بنیانشود که شکلتریح مراحل تیلیق و تربیت محسوب میابتدایی از حساس  ۀدور

های  از همان سال  ،های حسابی به سوی پرورش تفکر جبریآموزش ریاضی، گ ار از تمرکز انحصاری بر مهارت  ۀ(. در حوز۱۴۰۲و وحیدی،  

جه پژوهشگران قرار دارد. ایح تحول برآمده از درکی است که بر نقش زیربنایی جبر در موفقیت ریاضیاتی آغازیح تحصیل، در کانون تو

متوسطه منجر   ۀرویکرد سنتیِ به تأخیر انداختح آموزش جبر تا دور.  (National Mathematics Advisory Panel, 2008)تأکید دارد  

های تفکر جبری در در مقابل، ادغا  تدریجی مؤلفه .(Kieran, 2004)شود  می  جبر«-به ایجاد شکافی مفهومی موسو  به »شکا  حساب

کند، بلکه  ، نه تنها ایح شکا  را پُر می(Kaput, 2008)شود  یافته یاد میدرون مباحث حسابی آشنا، که از آن تحت عنوان حساب تیمیق

 . آوردتری از خود مفاهیق پایه نیز فراهق میدرک عمیق

 یئو و   های شناختی و رشدی ایح توانایی تأکید دارند. برای نمونه، سانوو تفکر جبری بر ضرورت توجه به جنبه   ۀ اخیر در حوز های  پژوهش 

ای است که  ابتدایی شامل ابیاد چندگانه   ۀآموزان دور مراتبی نشان دادند که تفکر جبری دانش ( با استفاده از تحلیل عاملی سلسله 2025) 

های درسی کره در تحلیل تطبیقی کتاب نیز   ( 2025)   کیق کیق و سازد. همچنیح،  با هر سطح رشدی را ضروری می طراحی تکالیف متناسب 

های بخش بازنگری در محتوای کتاب تواند الها  تکالیف تیمیق الگوها آشکار ساختند که می   ۀارائ   ۀهای میناداری را در نحو و آمریکا تفاوت 

ای را برای پرورش های درسی چیح مسیرهای چندگانه ای بر روی کتاب ( در مطالیه 2023کاران ) درسی باشد. از سوی دیگر، دینگ و هم 

  .ابتدایی شناسایی کردند که بر غنای بسترهای یادگیری در ایح دوره تأکید دارد   ۀتفکر تابیی در دور 

مفاهیق ساختاری ریاضیات قرار دارند که قوانیح  های تفکر جبری در درون مباحث حسابی،  در کانون رویکرد ادغا  تدریجی بسترها و مؤلفه 

تریح مفاهیق است.  جایی )برای جمع و ضرب( یکی از بنیادی کنند. در ایح میان، خاصیت جابه حاکق بر روابط بیح اعداد و عملیات را بیان می 

ساختارها، توجیه راهبردها و پرورش    ۀ آموزان را به سمت مشاهد محاسباتی، بلکه ابزاری استدلالی است که دانش   ۀ ایح خاصیت نه تنها یک قاعد 

جایی در ریاضیات خاصیتی  خاصیت جابه  . (Wilkie & Hopkins, 2024)کند  گرایانه، که جوهر تفکر جبری است، هدایت می نگرش تیمیق 

  aبه عبارتی، اگر    .ثر نباشد ؤ نهایی م   ۀ در نتیج   ، شده انجا    بیح اعضای یک مجموعه است، که تغییر ترتیب اعضا روی عملِ   عمل دوتایی   برای یک 

 (: ۱۳۹۵زیر برقرار است )طائری،    ۀ باشد، در ایح صورت رابط   +یح اعضای مجموعه  دو عضو دلخواه ایح مجموعه باشند و عمل دوتایی ب    bو 

a+b=b+a 

حائز ،  سازی نماد تساوی و تیمیق قوانیح حساب یینی مسائل کممی، الگویابی، مفهو    ، تفکر جبری   ۀ ابتدایی، چهار مؤلف  ۀ در ریاضی دور 

بلکه پرسش اصلی   ،های درسی کافی نیست جایی در کتاب وجود خاصیت جابه  صرِ   ، (. بنابرایح۱۳۹۵اهمیت است )خسروشاهی و اصغری،  

ها مستلز  مند انجا  شده است که ایح چهار مؤلفه را تقویت کند؟ پاسخ به ایح پرسش ای هدفمند و ناا  گونه ایح است که آیا بازنمایی آن به 

 .( ۱۴۰۳؛ نوروزی و همکاران،  ۱۴۰۴ی است )داشته و همکاران،  آموزش   ۀ تریح رسان عنوان اصلی های درسی به تحلیل دقیق محتوای کتاب 

شده توسط  تفکر جبری« ارائه   ۀ چارچوب ناری ایح پژوهش بر تلفیق دو دیدگاه مکمل استوار است. نخست، چارچوب »چهار بستر توسی 

عنوان بسترهای مناسب برای  حساب را به سازی نماد تساوی و تیمیق قوانیح  ( که مسائل کممی، الگویابی، مفهو  ۱۳۹۵خسروشاهی و اصغری ) 

که بر مشاهده و   ( Kaput, 2008)  « کاپوت ۀ یافت کند. دو ، دیدگاه »حساب تیمیق ابتدایی میرفی می   ۀ تفکر جبری در دور  ۀ گیری و توسی شکل 

 تر تأکید دارد. لی های عددی خاص به روابط ک ها از موقییت های حسابی و انتقال آن تیمیق ساختارها و روابط موجود در فیالیت 

اند: چارچوب چهاربستر، عنوان دو سطح مکمل در نار گرفته شده عنوان دو چارچوب رقیب، بلکه به در ایح پژوهش ایح دو دیدگاه نه به 

ه  یک رابطه در موقییت خاص ب  ۀ یافته »فرایند گ ار از مشاهدکند، در حالی که حساب تیمیق های بروز« تفکر جبری را مشخص می »زمینه 

جایی و خاصیت جابه   ، های اصلی تحلیلعنوان مقوله یادشده به   ۀ کند. بر ایح اساس، چهار مؤلف شناسایی و بیان ساختار کلی« را تبییح می 

  ها در نار گرفته شد.عنوان یک مفهو  ساختاری مشترک در میان ایح مقوله به 

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%B9%D9%85%D9%84_%D8%AF%D9%88%D8%AA%D8%A7%DB%8C%DB%8C
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ناری و آموزشی استوار بود. نخست، ایح خاصیت از جمله   ۀ ممحا جایی از میان خواص ساختاری حساب بر سه  انتخاب خاصیت جابه 

شود و بنابرایح امکان بررسی آن در صورت طبییی و مکرر ظاهر می ابتدایی به   ۀ های جمع و ضرب دورساختارهایی است که در فیالیت 

رو  ایح  از  ،کند ثابت ماندن نتیجه« ایجاد می ای روشح میان »تغییر ترتیب« و » جایی رابطه های درسی فراهق است. دو ، خاصیت جابه کتاب 

میان عناصر هدایت کند. سو ، ایح خاصیت قابلیت بازنمایی   ۀ ساختار و رابط   ۀصر  بر اجرای عملیات به مشاهد   آموز را از تمرکزِ تواند دانش می 

ها و الگوهای تواند در آرایه آشکار کند؛ در الگویابی می ها را  تواند تغییر ترتیب گروه مطالیه را دارد: در مسائل کممی می در هر چهار بستر مورد 

از برابری ساختاری فراهق کند؛ و در تیمیق قوانیح حساب می تواند نمونه سازی نماد تساوی می متقارن ظاهر شود؛ در مفهو   از  ای  تواند 

عنوان تنها مفهو  مهق تفکر جبری، بلکه ش نه به جایی در ایح پژوه کلی منتقل شود. بنابرایح، خاصیت جابه   ۀهای عددی به یک قاعد مثال 

 .ساختاری« برای بررسی امکان پیوند میان بسترهای مختلف تفکر جبری انتخاب شده است   ۀ عنوان یک »مورد مطالی به 

فکر بروز ت  ۀهای بالقوبندی است: بسترهای چهارگانه، موقییتصورت زیر قابل صورتدر نتیجه، منطق چارچوب تحلیلی پژوهش به

یافته، مبنای ناری  هاست؛ و حساب تیمیقجایی، مفهو  ساختاری مشترک میان ایح موقییتکنند؛ خاصیت جابهجبری را فراهق می

 سازد.کلی را فراهق می  ۀهای خاص به درک رابطه و قاعدانتقال از مثال

با یکدیگر، در ادامه به تشریح و بیان اهمیت هر یک   هایافته و نیز ارتباط آنهای تفکر جبری و حساب تیمیقدر راستای تبییح مؤلفه 

یات بیشتر در پژوهش خسروشاهی و  ئکنیق. جزیوست ارائه میپ   ۷های درسی در جدول  هایی از کتابلفه مثالؤپردازیق و برای هرممی

 ( در دسترس است. ۱۴۰۰)  براتیلیزارع و  ( و۱۳۹۵)اصغری 

سازی ریاضی و نیز حل مسئله هستند. ایح مدل  ۀشدهای سادهمسائل کممی در حکق نمونه :  اولیه(سازی  مثابه مدل)به  مسائل کلامی

های ها، حتی پیش از تسلط بر نمادهای رسمی، پایهروابط بیح کمیت  ۀ دهند تا با استدلال دربارمیایح را  آموزان امکان  مسائل به دانش

 . (Carpenter et al., 2000)تفکر جبری را در ذهح خود بنا نهند  ۀاولی

ها و شناسایی »عضو بیدی« های درسی شامل تکمیل توالیهای الگویابی درکتابفیالیت:  های ساده تا تیمیق ساختاری()از توالی  الگویابی

  .(Mason, 2008در رویکرد جبرمحور، الگویابی ابزاری برای کشف قواعد، استخراج روابط و در نهایت تیمیق ساختارها است )  ،است و

آموز شرط لاز  نیز آن است که حداقل دو نمایش/ترتیب از یک عملیات وجود داشته باشد، تغییر ترتیب عملوندها مشاهده شود و دانش

 از ایح رابطه به یک الگوی عمومی برسد. 

تریح سطح  تکاملی است. در پاییحیند  اآموزان از نماد تساوی )=( یک فردرک دانش : )گ ار از عمل به رابطه( سازی نماد تساویمفهوم

شود. در سطح قرار دارد که در آن، عممت مساوی صرفاً به مینای انجا  محاسبه و گرفتح جواب نهایی تلقی می  عملیاتی  یند، درکاایح فر

منوط به  حت آن راپ یرد، اما صارزی بیح دو طر  میهق   ۀعنوان رابط  گیرد که تساوی را بهشکل می ایمحاسبه-ایرابطه   میانی، درک

تیادل و   ۀیک رابط  ۀ دهنداست که در آن، نماد مساوی نشان  ساختاری-ایرابطه   داند. هد  نهایی رسیدن به درکانجا  محاسبات می

 . (Carpenter et al., 2000; Knuth et al., 2016)یند محاسبه، است ابرابری ذاتی بیح دو عبارت، مستقل از فر

در حالی که هد  اصلی حساب انجا  عملیات بر روی اعداد خاص است، : عا (  ۀخاص به قاعد  ۀ)گ ار از محاسب تعمیم قوانین حساب

شود تا با آموزان خواسته میساختارهای ریاضی است. در ایح بستر، از دانش  ۀهد  جبر تیمیق و انتزاع ایح روابط برای استدلال دربار

که    ،اند، به تدویح قواعدی کلی بپردازندکه ابتدا در بستر اعداد عینی کشف کرده ،جایی( ابههای عملیات )مانند خاصیت جتأمل بر ویژگی

یندهای حاکق بر ناا  اها را از سطح محاسبات عددی فراتر برده و به درک فریند آنافارغ از اعداد خاص، همیشه صادق هستند. ایح فر

  . (Kieran, 2004; Kaput, 2008)د سازریاضی رهنمون می
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اول،   :استطور خمصه سه درک اصلی برای موفقیت در جبر را برشمرده  به  کاپوتیافته«،  »حساب تیمیق  ۀاز سوی دیگر، در ناری

 و سو ،   ؛برابری دو کمیت  ۀدهندعنوان نشاننماد تساوی به  ایِدو ، درک رابطه   ؛توانایی استفاده از متغیرها برای نشان دادن مجهولات

بهتوانایی   الگوها  تولید و تیمیق  های یک موقییت خاص در یند تیمیق، که درک چگونگی کاربرد ویژگیافر  .صورت نمادیحتشخیص، 

آموزان را به توجه به ساختار یافته، دانشدهد. بر ایح اساس، حساب تیمیقاصلی تفکر جبری را تشکیل می  ۀشرایط گوناگون است، هست

 (. Kaput, 2008دهد )سوق می ، جاییمانند خاصیت جابه  ،های ریاضی آگاهانه از ویژگی ۀادمیادلات، شناسایی الگوها و استف

گیری از جبرورزی  نوعی مکمل یکدیگر برای بهره هق دارند و به  های مفهومی فراوانی با پوشانیدیدگاه هق  شود که هر دوممحاه می

های محتوایی تفکر جبری سازد که هق بر مؤلفهب تحلیلی جامیی میابتدایی هستند. تلفیق ایح دو دیدگاه چارچو  ۀدر ریاضیات دور

 کند. عنوان هد  غایی دنبال مییند تیمیق را بهاتمرکز دارد و هق فر

شده توسط پژوهشگران« تمایز گ اشته شد. چهار بستر در ایح پژوهش میان »اجزای برگرفته از ادبیات ناری« و »اجزای استنتاج 

الگویا کممی،  مفهو مسائل  بهبی،  حساب،  قوانیح  تیمیق  و  تساوی  نماد  مقوله سازی  چارچوب عنوان  از  مستقیماً  تحلیل،  اصلی  های 

تر نیز بر  های عددی خاص به روابط کلیساختار و گ ار از فیالیت  ۀ ( اخ  شدند. تأکید بر تیمیق، مشاهد ۱۳۹۵خسروشاهی و اصغری )

  ۀ مدرسه قرار گرفت. در مقابل، نحو ۀهای اولیو مطالیات مرتبط با تفکر جبری در سال (2008یافته کاپوت )مبنای دیدگاه حساب تیمیق

مؤلفهعملیاتی ایح  موقییتسازی  شناسایی  برای  جابهها  خاصیت  با  مرتبط  بازنماییهای  کیفیت  تحلیل  مییارهای  توالی  جایی،  و  ها، 

بنابرایح، الگوی   .های تحلیل محتوای حاضر استق مبانی ناری با یافتههای پیشنهادی، استنتاج پژوهشگران از تلفیفیالیت  ۀپایبهپایه

تحلیل وضییت موجود   ←بلکه حاصل یک فرایند »ناریه    ،پیشنهادی به مینای استخراج مستقیق یک الگوی آماده از منابع پیشیح نیست

 پیشنهاد فیالیت« است. ←استخراج اصل طراحی  ←شناسایی شکا   ←

های مرتبط  یات پژوهشئجایی در ایح پیوند، جزبرای تجمیع و نمایش ارتباط بیح بسترهای تفکر جبری، نقش محوری خاصیت جابه

 پژوهش تبییح شده است. ۀو نیز در بخش پیشین، مند ارائه شدهصورت ناا به ۱در جدول 

 پژوهش   ۀپیشین

»حساب    ۀ و عبور از رویکرد دوگان   شروع زودهنگا  تفکر جبری   ای بر ضرورتبه شکل فزاینده   ،  شته گ  ۀ المللی در دو ده مطالیات بیح 

دیرهنگا  با مفاهیق    ۀ دهد مواجههای پژوهشی دارد که نشان می اند. ایح اجماع ریشه در یافته ابتدایی، جبر متوسطه« تأکید کرده 

 .شود جبری به ایجاد شکافی پایدار در درک ریاضیات منجر می 

)   ۀ مند، مانند مطالی های مروری ناا  پژوهش  به 2022سیبگاتولیح و همکاران  اصلی تحقیقات نشان می وضوح  (،  دهد که تمرکز 

  کاپوت  های ناری پیشگامانی مانند میطو  است. ایح یافته با دیدگاه   ( ۳۶%)  راهنمایی   و   ( ۴۴%)  ابتدایی   تفکر جبری بر مقاطع   ۀ حوز 

پانتازی و  - پیتا   ورزد. از سوی دیگر،ای تأکید می عنوان رکح اصلی جبر مدرسه یافته« به همسو است که بر »حساب تیمیق   ( 2008) 

اند و بر  آموزان در تکالیف حسابی را با عملکرد آنان در تکالیف جبری تحلیل نموده ( چگونگی ارتباط عملکرد دانش 2025همکاران ) 

 .اند وجود یک پیوستار بیح ایح دو نوع تفکر صحه گ اشته 

)  کنوث  ناری   ، ( 2016و همکاران  بررسی  با  پژوهش مروری  )   ۀ در یک  برای  2008تیمیق حساب کاپوت  را  اصلی  (، سه درک 

برای نشان دادن مجهولات؛  ۱شمارند:  موفقیت در جبر برمی  از متغیرها  توانایی استفاده  به   ای رابطه   ( درک ۲(  مثابه  نماد تساوی 

شده  با بسترهای میرفی ها  صورت نمادیح. ایح مؤلفه الگوها به   ( توانایی تشخیص، تولید و تیمیق ۳برابری دو کمیت؛ و    ۀ دهند نشان 

 ( اصغری  و  م (  ۱۳۹۵توسط خسروشاهی  مفهو  لفه ؤ با  کممی،  الگوی  حساب  های  قوانیح  تیمیق  و  الگویابی  و  تساوی  نماد  سازی 

اصلی تفکر جبری دانسته    ۀ لف ؤ را م   ق تیمی   فیالیت (  2004)  رن کی   طور مشابه، پوشانی مفهومی بالایی دارند و در ارتباط هستند. به هق 

و   کارپنتر   مطالیاتی چون پژوهش   .یند تأکید نموده است ا جایی در تسهیل ایح فر و بر نقش مفاهیق ساختاری مانند خاصیت جابه 
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خاصیت    اند که حتی درک و کاربرد مواردی مانند مهق اشاره کرده   ۀ به ایح نکت   ( 1998و همکاران )  اسچلیمح   ( و نیز 1999همکاران ) 

 جایی، در عمل با چالش مواجه است. جابه 

  های هدفمندبازی   و مینادار، مانند استفاده از   غیرروتیح   های کارگیری فیالیت دادند که به   ( نشان 2022سیبگاتولیح و همکاران ) 

 (Papadopoulos & Patsiala, 2019 بازنمایی ،) ( های چندگانهKusumaningsih et al., 2018 و )   تلفیق با مفاهیق هندسی  

 (Apsari et al., 2020 می ) ها بر ایح  توجهی افزایش دهد. ایح پژوهش طور قابل تواند اثربخشی آموزش مفاهیق جبری اولیه را به

تمریح  قالب  از  خروج  نیازمند  جبر  انتزاعی  مفاهیق  انتقال  که  دارند  تأکید  ارائ نکته  و  تکراری  قالب آن   ۀ های  در  های  موقییت   ها 

 .است   برانگیز کتشافی، ملموس و چالش ا 

پژوهش  ) در  اصغری  و  خسروشاهی  داخلی،  چهاربستری ۱۳۹۵های  چارچوب  از    ای (  بسیاری  بنای  سنگ  که  دادند  ارائه  را 

های درسی ریاضی ابتدایی صورت  های اخیر بر کتاب های محتوایی متیددی در سال های بیدی شده است. همچنیح، تحلیل تحلیل 

داشتند. در    بر   ( که نتایج جالبی را در ۱۴۰۴؛ داشته و همکاران،  ۱۴۰۳؛ اسکندری و همکاران،  ۱۴۰۴اعی و کاظمی،  گرفته است )ر 

جز   ۱جدول   و  تحلیلی  محتوای  ئ چارچوب  کیفی  تحلیل  و  کدگ اری  مبنای  جدول  ایح  است.  شده  ارائه  فوق  موارد  تلفیق  یات 

تر میزان اهمیت و وزن  یِ مبتنی بر فراوانی، برای سنجش دقیق حلیل کمّ پژوهش خواهد بود. عموه بر ت   ۀ های درسی در ادام کتاب 

از مؤلفه  ایح روش های تفکر جبری در محتوای کتاب هر یک  استفاده شده است.  از تکنیک آنتروپی شانون  که در    ، های درسی، 

(، امکان  ۱۴۰۰؛ رضائی و ظهیری،  ۱۴۰۳ای دارد )نوروزی و همکاران،  های درسی کاربرد گسترده های تحلیل محتوای کتاب پژوهش 

تر  آورد و به شناسایی عمیق های مختلف فراهق می »ضریب اهمیت« هر مؤلفه را بر اساس پراکندگی و توزیع آن در پایه   ۀ محاسب 

 .کند های موجود در بازنمایی مفاهیق ساختاری کمک می شکا  

 ییجاهای کلیدی جبر و نقش خاصیت جابه چارچوب تحلیلی تلفیقی: ارتباط بسترهای تفکر جبری، مؤلفه . ۱جدول 

تفکر  ۀستر توسعب

  جبری

)خسروشاهی و  

(۱۳۹۵اصغری،   

 های کلیدی جبر تبیین نظری و مؤلفه
نقش و پیوند با خاصیت  

جاییجابه  

ای از بازنمایی )وضعیت  نمونه

 موجود یا پیشنهادی( 

مسائل کلامی. ۱  

سازی  کارگیری متغیرها و مدل کلیدی: به ۀ  مؤلف 

 روابط. 

کممی مسائل  موقییت به  ،تبییح:  های  عنوان 

پایهزمینه به  مند،  گ ار  و  روابط  انتزاع  برای  ای 

 Carpenter)کنند  نمادگ اری جبری فراهق می

et al., 2000).  

( بر نقش مسائل  2023ویژه، دینگ و همکاران )به

کممی در ایجاد مسیرهای چندگانه برای پرورش  

 .تفکر تابیی تأکید دارند

در درون    ،جاییخاصیت جابه 

قابلیت تغییر    دل کممی،م

را بدون تغییر نتیجه   دیدگاه

  دهد. ایح امر به درکنشان می 

در دل تغییر شکل    ثبات رابطه

 .کندظاهری مسئله کمک می

(:  ۲۸اول، ص    ۀوضییت موجود )پای

مداد دارد.    ۵مداد و سارا    ۳»علی  

 ها با هق چند مداد دارند؟«آن

برای یک    ۳+۵و    ۵+۳مدل    ارتباط

 .موقییت

ای که نیاز  پیشنهاد توسیه: مسئله 

سازی  به تغییر ترتیب برای ساده 

حل داشته باشد )مانند ترکیب  

 .تایی(های ده گروه 
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یابیالگو. 2  

الگوها    ۀمؤلف تیمیق  و  تولید  تشخیص،  کلیدی: 

 صورت نمادیح. به

دنباله، فرصت   ۀ فراتر از ادام  ، تبییح: الگویابی

کشف قواعد، استقرا و بیان روابط کلی است 

 (Mason, 2008). 

در تحلیل تطبیقی خود  (2025)   و کیق   کیق

نشان دادند که کیفیت تکالیف تیمیق الگوها در  

های درسی تأثیر مستقیمی بر رشد تفکر  کتاب

 .آموزان داردتابیی دانش 

  تقارنی  ساختار  جایی،جابه 

ددی یا  درون برخی الگوهای ع 

های  هندسی )مانند آرایه 

سازد.  مستطیلی( را آشکار می 

تأثیر ایح امر به تیمیق »بی

بودن ترتیب« در یک قاعده  

 .کندکمک می

)الگویابی بدون    وضییت موجود

سو ، ص    ۀجایی( )پایخاصیت جابه 

،  ۶،  ۴،  ۲  ۀ(: عدد بیدی در دنبال۵۴

 ... کدا  است؟  

  ه: فیالیت کشفپیشنهاد توسی

و    ۳×۴های مستطیلی میادل )آرایه

 .کلی از آن  ۀ( و استخراج قاعد۴×۳

سازی مفهوم. ۳

 نماد تساوی

ای نماد تساوی  درک رابطه   کلیدی:  ۀمؤلف

 . عنوان بیان برابری دو مقداربه

گ ار از درک عملیاتی )= به مینی »جواب    تبییح:

ارز ای )= به مینی »هقدهد«( به درک رابطه می

استاست«(   بنای جبر   Carpenter et)  سنگ 

al., 2000; Knuth et al., 2016 ). 

مصداق    جایی،خاصیت جابه 

برابری    از یک  عینی و ملموس

+   ۵=    ۸است )مثمً    ساختاری

(. تمرکز بر ایح  ۵+   ۳=    ۳

ای از »=« را  برابری، درک رابطه 

 .کندتقویت می

(:  ۴۱دو ، ص    ۀوضییت موجود )پای

ن جای خالی  کرد  رهای پُ تمریح

 .□   + ۲=    ۵مانند  

هایی مانند  پیشنهاد توسیه: پرسش 

همیشه   ۷+□=    □+۷»آیا عبارت  

درست است؟ چرا؟« برای تأمل بر  

 .ماهیت رابطه

تعمیم قوانین . ۴

 حساب 

انتزاع و تیمیق اصول حاکق بر    کلیدی:ۀ  مؤلف

 .عملیات

 (Kaput, 2008) یافتهقلب حساب تیمیقتبییح:  

فر همان  جبری او  تفکر  کلیدی   ,Kieran) یند 

 .است (2004

از منار شناختی نشان    ( 2025)و همکاران  سیبیا  

سؤال  مختلف  سطوح  که  در  داد  جبری  های 

از  کتاب متفاوتی  سطوح  نیازمند  درسی  های 

 توانایی تیمیق هستند. 

ۀ  نمون  جایی،جابه   خاصیت 

تریح و یکی از مناسب   پارادایمی

فرایند تیمیق قوانیح برای آغاز  

در ایح سطح است که  

توانند از دل  آموزان می دانش 

دهند   تیمیق  های ملموسمثال 

 صورت نمادیحو به

(a+b=b+a) بیان کنند. 

سو ، ص    ۀوضییت موجود )پای

توانیق جای دو  (: »در ضرب، می۷۸

 «.عدد را عوض کنیق

شده  یند هدایت افرپیشنهاد توسیه:  

های متیدد به  از کشف مثال 

زنی، آزمایش در موارد جدید،  حدس 

و نهایتاً بیان قاعده با نمادها یا  

 .آموزکلمات خود دانش 

 :شودر کردن آن است، نمایان میصدد پُ که ایح مطالیه در ،شکا  پژوهشی اصلی المللی و داخلی،های مطالیات بیحبا تلفیق یافته

المللی، های بیح های محتوایی فوق( و نیز بسیاری از پژوهش مطالیات داخلی موجود )مانند تحلیل   ۀعمد   شکا  بیح تحلیل و طراحی: .  ۱

 .طراحی و پیشنهاد الگو، در پی پُر کردن ایح شکا  است   با هد   ، اند. پژوهش حاضروضییت موجود بسنده کرده   توصیف و نقد   به 

المللی و هق داخلی( میرفی  کلی تفکر جبری )هق در سطح بیح  هایدر حالی که چارچوب   نگری:نگری و جزئیشکا  بیح کل.  ۲

جایی( در ایجاد پیوند بیح آن )در اینجا خاصیت جابه  یک مفهو  ساختاری مشخص و کلیدی  اند، تحلیل عمیق و متمرکز بر نقششده

 .سازدخود را ملموس و کاربردی می مصداق عینی، تحلیل با انتخاب یک ، های کلی کمتر مورد توجه قرار گرفته است. ایح پژوهشمؤلفه 

مند  پایه برای تلفیق ناا  به راه پایه   ۀ یک نقش   ۀ شده در ایح پژوهش شواهد محدودی از ارائ در مطالیات بررسی   ریزی طولی: شکا  در برنامه .  ۳

  . ر کند را پُ  پایه«، ایح خل به پایه   ۀ »الگوی یکپارچ ۀ  کوشد با ارائ های تفکر جبری مشاهده شد. ایح پژوهش می جایی با مؤلفه خاصیت جابه 



 ۱۰ ...قی تلف یبرا ییالگو ۀ: ارائکپارچهی یزیرپراکنده تا برنامه  ییاز بازنما

 

 

 

کند. به بیان دیگر،    حل برای وضییت حرکتصر  وضییت موجود به سمت پیشنهاد و طراحی راه  ایح پژوهش سیی دارد از تحلیلِ 

پایه است بهدر قالب یک الگوی پایه  اجراای و قابلپیشنهادهای عینی، مرحله  ۀها نیست، بلکه ارائایح مقاله صرفاً گزارشی از کاستی  ۀنتیج

 .قرار گیرد میلق مورد استفادهریزان درسی و مربیان تربیتبرای مؤلفان کتب درسی، برنامه منبیی راهنما  عنوانتواند بهکه می

 روش 

با توجه به ماهیت مسائل پژوهشی آن که ترکیبی از توصیف وضع موجود )پرسش یکق(، طراحی یک الگو )پرسش دو (    ، ایح مطالیه 

 برد. در فاز اول، با استفاده ازبهره می   ای توسیه - روش ترکیبی )آمیخته( توضیحی   های آن )پرسش سو ( است، از یک و تبییح دلالت 

شود. در فاز  های درسی پرداخته می جایی در کتاب مند بازنمایی خاصیت جابهفسیر ناا  ی و کیفی، به توصیف و تتحلیل محتوای کمّ 

فازی امکان درک  گردد. ایح رویکرد دو طراحی و تدویح می   پیشنهادی   ۀ الگوی یکپارچ  های فاز اول و مبانی ناری، دو ، مبتنی بر یافته 

 .آورد بر شواهد را فراهق می   حلی هدفمند و مبتنی های موجود و سپس خلق راه عمیق از کاستی 

دهند که توسط تشکیل می  ۳۱۴۰های اول تا ششق ابتدایی چاپ سال  های درسی ریاضی پایهکتاب  ۀایح پژوهش را کلی  آماری  ۀجامی

که   ،اند. با توجه به ماهیت مطالیه و هد  آنریزی آموزشی وزارت آموزش و پرورش ایران تألیف و توزیع شدهسازمان پژوهش و برنامه

از روش  ۀجانبواکاوی همه مورد   پژوهش  ۀنمون  عنوانشش جلد کتاب به  ۀاستفاده شده و کلی  لسرشماری کام  محتوای رسمی است، 

 .و نمای کاملی از وضییت موجود ارائه دهد باشندگیری ها عاری از خطای نمونهشود یافتهاند. ایح امر موجب میتحلیل قرار گرفته 

لیست( فهرست وارسی )چک.  ۱:  شد اصلی می  بود که شامل دو بخش  ساختهپروتکل تحلیل محتوای محقق   ،هاابزار اصلی گردآوری داده

  ۀ صفحه، نوع بخش کتاب )فیالیت، کار در کمس، تمریح، مسئل  ۀتحصیلی، شمار  ۀهمچون پای  ،مند اطمعات توصیفیی: برای ثبت ناا کمّ

یفی: ایح چارچوب بر چارچوب کدگ اری ک.  ۲  .نار )جمع یا ضرب( و قالب ارائه )متنی، تصویری، ترکیبی(کممی، و...(، عملیات مورد

 :اصلی و تیریف عملیاتی هر یک طراحی شد ۀ( و مشتمل بر چهار مقول۱مبنای چارچوب تحلیلی تلفیقی پژوهش )جدول 

 .نما ارائه شده باشدجایی در درون یک داستان یا موقییت واقعهر موقییتی که خاصیت جابه  مسائل کممی: ۀمؤلف

ای جایی در بافت یک توالی، دنباله یا آرایه )مستطیلی( ظاهر شده و به کشف الگو یا قاعده خاصیت جابه هر موقییتی که    الگویابی:  ۀ مؤلف 

جایی در الگوهاست. ای از خاصیت جابه ضرب است نمونه ثیر در مجموع یا حاصل أ ها و الگوهایی که تغییر جایگاه عناصر بدون ت توالی   .منجر شود 

 سازد.های مستطیلی( را آشکار می ار تقارنی درون برخی الگوهای عددی یا هندسی )مانند آرایه جایی، ساختعموه، خاصیت جابه   به 

یک    ۀ سازی نماد تساوی: هر موقییتی که در آن نماد مساوی )=( برای نشان دادن برابری دو عبارت )و نه فقط اعم  نتیج مفهو    ۀ مؤلف 

 کند. دهد که تغییر ترتیب عملوندها در روابط جبری، اعتبار تساوی را حفظ می جایی نشان می عموه، خاصیت جابه   به   .محاسبه( به کار رفته باشد 

ا به آموز رجایی )با کلمات یا نمادها( پرداخته یا دانشکلی جابه  ۀهر موقییتی که صراحتاً به بیان قاعدتیمیق قوانیح حساب:    ۀمؤلف

 .های عددی تشویق کندتیمیق از مثال

ها در  یند گردآوری و تحلیل داده افر .های عینی از کتاب برای راهنمایی کدگ ار تیریف شدفوق، نمونه، نشانگر و مثال ۀلف ؤبرای هر م

 :سه مرحله به اجرا درآمد

آموزش:پیش  ۀمرحل.  ۱ و  به  کدگ اری  آزمایشی  ابتدا دو جلد کتاب  تحلیل شد صورت  بیرونی  و یک کدگ ار  پژوهشگران    ، توسط 

 سازی شد. ها و نشانگرها در پروتکل نهایی اصمح و شفا لفهؤتیاریف و مصادیق م ، وها مورد بحث قرار گرفتناهمخوانی

رار  مورد بررسی ق   شماریتما    صفحات هر شش جلد کتاب به روش  ۀ ی و استخراج واحدهای تحلیل: کلی کدگ اری کمّ   ۀ مرحل .  ۲

گرفت. واحد تحلیل در ایح پژوهش »موقییت آموزشی« تیریف شد. مناور از موقییت آموزشی، یک تمریح، پرسش، فیالیت، تصویر  

 ۀآموز را مستقیماً یا از طریق یک نمایش آموزشی با رابطهمراه با دستورالیمل، مثال یا بخشی مستقل از متح درس است که دانش 
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ها با  حضور دو عبارت عددی با ترتیب متفاوت، بدون وجود شواهدی از ارتباط آن   کند. صر ِ اجه می جایی در جمع یا ضرب مو جابه 

ها، سه مییار اصلی در نار  برای کاهش ابها  در شناسایی موقییت   .جایی، برای شناسایی یک موقییت کافی تلقی نشد خاصیت جابه 

(  ۳ان استنباط تغییر ترتیب دو عدد یا دو گروه بدون تغییر حاصل؛ و ) ( وجود یا امک ۲( وجود یک عمل جمع یا ضرب؛ ) ۱گرفته شد: ) 

آموز را به ایح رابطه متوجه سازد. در صورتی که ایح سه شرط از محتوای ای در متح، تصویر، پرسش یا فیالیت که دانش وجود نشانه 

ها، هر موقییت بر اساس ماهیت  شناسایی موقییت   پس از   .شد های پژوهش وارد نمی داده   ۀ موقییت قابل احراز نبود، موقییت در مجموع 

ها در مواردی مجاز بود که یک موقییت  پوشانی مقوله تفکر جبری اختصاص یابد. هق   ۀ توانست به یک یا چند مؤلفشناختی تکلیف می 

ای نماد تساوی مستلز  درک رابطه کرد؛ برای مثال، یک فیالیت ممکح بود هق  زمان بیش از یک فرایند شناختی را فیال می طور هق به 

 . جایی باشد و هق مستلز  تیمیق خاصیت جابه 

شده، بر اساس چارچوب کدگ اری کیفی، در یک یا چند مقوله از های شناسایی ها و موقییت داده هر یک از   کدگ اری کیفی:  ۀ مرحل .  ۳

 .باشد(  ۱۰۰تواند بیش از  ش از یک مؤلفه، مجموع درصدها می تفکر جبری قرار گرفت )به دلیل امکان تیلق یک موقییت به بی  ۀ چهار مؤلف 

 :ها به شرح زیر انجا  پ یرفتی بودن داده، تحلیل دادهتوجه به کیفی یا کمّ یک از مراحل فوق، با  در هر

های مختلف و میان  ها در پایهموقییتبرای توصیف توزیع    فراوانی، درصد، میانگیح و انحرا  مییار  از آمار توصیفی شامل:  یتحلیل کمّ

 .و نتایج در قالب جدول و نمودار ارائه گردید شد  انجا  ۲۶ ۀنسخ   SPSSافزارها با استفاده از نر ها استفاده شد. ایح تحلیلمؤلفه 

ای( مؤلفه شده )چارچوب چهارتیییح پیش در چارچوب از  روش تحلیل مضمون   های کیفی با استفاده از داده   : محتوایی   تحلیل کیفی 

  ها و اینکه تا چه سطحی از یادگیری )حفظ کردن و اجرای عملیات، به مورد بررسی قرار گرفت. در ایح مرحله، برکیفیت تیامل داده 

ایی بر اساس پنج  تمرکز داشته است. عمق بازنم   انگیزاند فهمیدن و تفسیر، تحلیل، ترکیب و تیمیق( را برمی بردن در حل مسئله،    کار 

شوند و سطوح  های غنی و با استدلال بالا محسوب می سطوح بالاتر در واقع مضمون   .کدگ اری شد   پیوست   ۹سطح عملیاتی در جدول  

 تر، مسائل سطحی تلقی خواهند شد. پاییح 

های مسیر رشد ها و ناهماهنگیالگوها، شکا تحلیل شد تا    ای مقایسه  طور های مختلف بههای کمی و کیفی پایهداده  تحلیل تطبیقی:

 .اول تا ششق مشخص شود ۀاز پای

الگوی پیشنهادی در ایح پژوهش از ترکیب سه منبع شواهد شکل گرفت: نخست، مبانی ناری مربوط به تفکر جبری و   طراحی الگو:

سطح و ماهیت   ۀهای کیفی دربارجایی؛ و سو ، یافتهجابهمیزان و توزیع بازنمایی خاصیت    ۀی دربارهای کمّیافته؛ دو ، یافتهحساب تیمیق

 ها. بر ایح اساس، طراحی الگو در چهار مرحله انجا  شد.ایح بازنمایی

ی مکمل به کار  عنوان یک تحلیل کمّتحصیلی، آنتروپی شانون به ۀبه مناور توصیف میزان تمرکز یا پراکندگی هر مؤلفه در شش پای

ها به کار نرفته است، بلکه صرفاً میزان تمایز  ایح پژوهش برای سنجش »اهمیت آموزشی« یا »کیفیت« مؤلفهگرفته شد. ایح شاخص در 

 (. ۱۴۰۰؛ رضائی و ظهیری،  ۴۰۳۱)نوروزی و همکاران،   دهدهای مختلف را نشان میو پراکندگی الگوی توزیع هر مؤلفه در پایه

تشکیل شد. سپس مراحل زیر    ۳های فراوانی جدول  ها، ابتدا ماتریس تصمیق بر اساس داده ضریب اهمیت مؤلفه   ۀ برای محاسب

 ترتیب اجرا گردید.  به 

𝑃𝑖𝑗    ۀمقادیر هر ستون )هر مؤلفه( با استفاده از رابط  :هاسازی دادهنرمال. ۱ =
𝑥𝑖𝑗

∑ 𝑥𝑖𝑗
𝑚

𝑖=1

 .سازی شدنرمال 

𝐸𝑗 ۀ با استفاده از رابط  آنتروپی هر مؤلفه: محاسبه مقدار  . ۲ = −𝑘∑ 𝑃𝑖𝑗
𝑚

𝑖=1
ln⁡(𝑃𝑖𝑗)  ه در آن ، ک  𝑘 =

1

ln⁡(𝑚)
تیداد  𝑚 و  

 .پایه( است، مقدار آنتروپی هر مؤلفه محاسبه گردید   ۶ها )پایه 
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𝑑𝑗 مقدار قطعیت:    عدم  ۀ درج   .۳ = 1 − 𝐸𝑗 محاسبه شد. 

𝑊𝑗 ضریب اهمیت هر مؤلفه از  ضریب اهمیت:    .۴ =
𝑑𝑗

∑ 𝑑𝑗

𝑛

𝑗=1

 .( است ۴ها ) تیداد مؤلفه  𝑛 به دست آمد که  

وزن بالاتر در ایح تحلیل به مینای »اهمیت آموزشی بیشتر« نیست، بلکه   .ارائه شده است  ۴نتایج حاصل از ایح تحلیل در جدول  

رو، نتایج   ایح   بیشتری دارد. از   ۀ گانه از توزیع یکنواخت فاصلهای شش نار در پایه آن است که توزیع فراوانی مؤلفه مورد   ۀ دهند نشان 

 کیفیت بازنمایی قرار نگرفتند.  ۀ تنهایی مبنای قضاوت دربار های خا  تفسیر شدند و به آنتروپی در کنار فراوانی 

 :ها، اقدامات زیر صورت پ یرفت اعتماد یافته برای اطمینان از اعتبار و قابلیت  

های مرتبط با  بندی موقییت»پروتکل کدگ اری و طبقه  ۀاولی  ۀ برای بررسی روایی ابزار کدگ اری، نسخ  روایی محتوا )اعتبار ابزار(:

 ۀ ریزی درسی قرار گرفت. متخصصان، ابزار را از دو جنبآموزش ریاضی و برنامه  ۀجایی« در اختیار پنج نفر از متخصصان حوزخاصیت جابه

قابل و  وضوح  صوری،  روایی  بررسی  در  کردند.  بررسی  محتوایی  روایی  و  صوری  تیاروایی  بودن  مقولهفهق  شاخصریف  و  ها،  ها 

ها مورد توجه قرار گرفت. در بررسی روایی محتوایی نیز تشخیص و انتساب موقییت  ۀهای کدگ اری و نیز نبود ابها  در نحودستورالیمل 

ابیاد موردتناسب مقوله  پژوهش، پوشش مناسب  با اهدا   ارتباط شاخصها  با چارچوب ناری و کفایت مییارهای عملمطالیه،  یاتی  ها 

های  تشخیص موقییت  ۀهای کدگ اری و نحوبر اساس بازخورد متخصصان، اصمحات لاز  در تیاریف، دستورالیمل   .کدگ اری بررسی شد

 .های درسی مورد استفاده قرار گرفتنهایی پروتکل برای تحلیل محتوای کتاب ۀجایی اعمال شد و نسخمرتبط با خاصیت جابه

درصد از    ۳۰موقییت آموزشی، میادل حدود    ۲۰ری(: برای بررسی قابلیت اعتماد فرایند کدگ اری،  پایایی )قابلیت اعتماد کدگ ا 

انتخاب شده، به های شناسایی کل موقییت  با چارچوب ناری،    ، و توسط یک کدگ ار مستقل   ، صورت تصادفی  از کدگ اری  که پیش 

طور مستقل کدگ اری شد. سپس کدگ اری پژوهشگران و کدگ ار ها، تیاریف عملیاتی و دستورالیمل کدگ اری آشنا شده بود، به مقوله 

 .تفکر جبری در هر موقییت با یکدیگر مقایسه شد   ۀ مستقل در سطح حضور/عد  حضور هر یک از چهار مؤلف 

به   ۰/ ۸۷مناور بررسی میزان توافق فراتر از توافق تصادفی، ضریب کاپای کوهح محاسبه شد. مقدار کلی ضریب کاپا برابر با    به 

ضریب کاپا در   ۀ توافق بسیار مطلوب میان کدگ اران است. جزئیات موارد توافق و عد  توافق و نتایج محاسب ۀ دهند دست آمد که نشان 

مجدد به تیاریف عملیاتی و دستورالیمل کدگ اری    ۀ نار با مراجی در موارد عد  توافق، موارد مورد   .ارائه شده است  پیوست ۸جدول 

 .  گیری شد مبنای انتساب کد تصمیق   ۀ و دربار   ، بررسی 

 هایافته 

و اطمعات توصیفی    شد   موقییت شناسایی  ۶۷و در نهایت    ،شماری بررسیتما   ابتدایی به روش  ۀ صفحات هر شش کتاب ریاضی دور  ۀکلی

که در راستای پاسخ به سه پرسش پژوهش گردآوری و   ،های ایح پژوهششده، یافتهناساییهای شاساس موقییت  دست آمد. برها بهآن 

 گردند: اند، در سه بخش اصلی ارائه میتحلیل شده

 های عملی.  ج( دلالت ی؛پیشنهاد ۀب( طراحی الگوی یکپارچ ؛الف( تحلیل وضییت موجود

 الف( تحلیل وضعیت موجود

به  ی:  های کمّیافته بخش  کمّایح  کیفی  تحلیل  و  شناسایی  ۶۷ی  جابهموقییت  خاصیت  بازنمایی  از  کتابشده  در  درسی  جایی  های 

  .(۱و نمودار  ۲سازد )جدول های مختلف، الگویی نامتوازن و فاقد تداو  رشدی را آشکار میها در پایهتوزیع فراوانی موقییت .پردازدمی
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 ابتدایی  مقطع   های کتاب   در   ضرب   و   جمع   جایی جابه   خاصیت   از   استفاده   فراوانی   . 2  جدول 

 پایه   فراوانی نسبی  فراوانی درصد تجمعی فراوانی

 اول ۹ ۴۳/۱۳% ۹
 دوم  ۱۰ ۹۲/۱۴% ۱۹

 سوم  ۲۱ ۳۴/۳۱% ۴۰

 چهارم  ۱۵ ۳۸/۲۲% ۵۵

 پنجم ۸ ۹۴/۱۱% ۶۳

 ششم ۴ ۹۷/۵% ۶۷
 میانگین ۱۶/۱۱ ۶۶/۱۶% 

های اول تا ششق ابتدایی  جایی در پایههصورت تصویری روند پرداختح به خاصیت جاببه  ۱نمودار  در    ۲آمده در جدول  دستنتایج به

 دهد.  را به درصد نشان می

 

 های مختلف جایی در پایه های مربوط به خاصیت جابه توزیع درصدی موقعیت . ۱نمودار 

متمرکز شده است. ایح در حالی است که با    سو  و چهار    ۀ جایی تنها در دو پای از کل توجه به خاصیت جابه   درصد  ۵۳  بیش از 

طور میناداری از پرداختح تری مانند کسر، اعشار و نسبت، به آموزان با مفاهیق پیچیده دانش   ۀ های پنجق و ششق و مواجه ورود به پایه 

زیربنایی    بوده و نگرشی   وضیی و مقطیی جایی م هد که توجه به خاصیت جابه شود. ایح الگو نشان می به ایح مفهو  ساختاری کاسته می 

شده در کتاب درسی ای از موارد یاد در اینجا نمونه   .ابتدایی وجود ندارد   ۀ جایی در طول دور برای حفظ و تیمیق کاربرد خاصیت جابه 

 آورده شده است.   ۲های مختلف در شکل ریاضی پایه 

13/4314/92

31/34

22/38

11/94
5/97

123456

 صفحه مثال کتاب درسی ریاضی پایه 

 اول

 

۹۰ 

 دوم
 

۲۶ 

 سوم

 

۶۶ 

ها برابر با عددی باشد که که جمع آن دو عدد پیدا کح 

د.ها نوشته شده باش بالای ستون آن   
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 جایی در کتب درسی ای از خاصیت جابه نمونه .  2شکل  

 های مقطع ابتدایی جایی در کتاب های خاصیت جابه فراوانی پرداختن به تفکر جبری در موقعیت   . ۳جدول 

 پایه 

 کل  تعداد 

 هاموقعیت 
 الگویابی کلامی مسائل 

 نماد   سازی   مفهوم 

 تساوی
 حساب  قوانین   تعمیم 

 درصد فراوانی درصد فراوانی درصد فراوانی درصد فراوانی فراوانی

 ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱۰۰ ۹ ۹ اول

 ۴۰ ۴ ۳۰ ۳ ۲۰ ۲ ۱۰ ۱ ۱۰ دوم

 ۵۷/ ۱ ۱۲ ۳۳/ ۳ ۷ ۵/ ۹ ۲ ۰ ۰ ۲۱ سوم

 ۸۶/ ۷ ۱۳ ۳۳/ ۳ ۲ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱۵ چهارم

 ۸۷/ ۵ ۷ ۱۲/ ۵ ۲ ۰ ۰ ۰ ۰ ۸ پنجم

 ۱۰۰ ۴ ۰ ۲ ۵۰ ۰ ۰ ۰ ۴ ششم

 ۵۹/ ۷ ۴۰ ۱۹/ ۴ ۱۵ ۶ ۴ ۱۴/ ۹ ۱۰ ۶۷ مجموع

طور  همان   .پ یر بوده است موقییت به بیش از یک مؤلفه امکان اند و تخصیص هر  در ایح جدول درصدها با یک رقق اعشار محاسبه شده 

درصد   ۶درصد بیشتریح سهق را دارد، در حالی که الگویابی با    ۵۹/ ۷»تیمیق قوانیح حساب« با    ۀ شود، مؤلف مشاهده می   ۳که در جدول  

طور متوازن و متیادل های م کور به مؤلفه های درسی به  کتاب در  دهد که  کمتریح سهق را به خود اختصاص داده است. ایح الگو نشان می 

یندهای اکتشا  و استدلال را ا اند که عمدتاً بر انتقال مستقیق قاعده تأکید دارند و فر شده   ها و مواردی بیان لفه ؤ عموه م   پرداخته نشده و به 

که بر انتقال مستقیق قواعد تأکید دارند، در   ی ا های درسی نیز در تحلیل تطبیقی خود نشان داد که کتاب   ( 2025)   گیرند. کاپمن نادیده می 

با توجه به کنند، کارایی کمتری در پرورش تفکر انتقادی جبری دارند. همچنیح،  یندهای اکتشافی تأکید می ا هایی که بر فر مقایسه با کتاب 

موقییت( است، ایح نشان از غفلت جدی از ایح بستر غنی برای پرورش تفکر    ۶۷مورد از    ۴الگویابی )   ۀ لف ؤ اینکه کمتریح موقییت مربوط به م

های لفه ؤ شود و هق توازنی در م آموز تقویت می هایی در ایح زمینه، هق توانایی استخراج قاعده و الگویابی دانش جبری دارد. با افزودن نمونه 

 های بالاست.ید یافته ؤ ارائه شده است که ایح نتایج نیز م   ۴ل  از تحلیل آنتروپی شانون نیز در جدو   نتایج حاصل چهارگانه ایجاد خواهد شد.  

 چهارم

 

۴۶ 

 پنجم

 

۱۰۳ 

 ششم
 

۴۰ 
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 های ریاضی ابتدایی بر اساس تکنیک آنتروپی شانون های تفکر جبری در کتاب ضرایب اهمیت مؤلفه   . ۴جدول  

 جبریمؤلفه تفکر  (Eⱼ) ی  آنتروپ  (dⱼ) ت  قطعیدرجه عدم  (Wⱼ) ت  ضریب اهمی 

 مسائل کلامی ۰/ ۱۸۱ ۰/ ۸۱۹ ۰/ ۴۵۸

 الگویابی ۰/ ۳۸۷ ۰/ ۶۱۳ ۰/ ۳۴۳

 سازی نماد تساویمفهوم  ۰/ ۸۱۲ ۰/ ۱۸۸ ۰/ ۱۰۵

 تعمیم قوانین حساب ۰/ ۸۳۳ ۰/ ۱۶۷ ۰/ ۰۹۴

های مختلف فراهق کرد. بر اساس ها در پایه الگوی توزیع مؤلفه   ۀ دهد نتایج آنتروپی شانون نیز اطمعات مکملی دربار نشان می   ۴جدول 

قطییت کمتری در توزیع   عد   ۀ ها، درج ها در تیداد محدودی از پایه به دلیل تمرکز بیشتر فراوانی آن   ،محاسبات، مسائل کممی و الگویابی 

های سازی نماد تساوی و تیمیق قوانیح حساب در میان پایه   در مقابل، توزیع مفهو   .خود نشان دادند و در نتیجه وزن بیشتری دریافت کردند 

ها تلقی شود، بلکه مؤلفه   تر بود و وزن کمتری به دست آوردند. ایح نتایج نباید به مینای اهمیت آموزشی بیشتر یا کمترِ مختلف یکنواخت 

دهد ها نشان می آنتروپی در کنار فراوانی خا  مؤلفه  ۀ یافت ابتدایی است. بنابرایح،  ۀ ها در طول دور تفاوت در الگوی پراکندگی آن  ۀ دهندنشان 

 .ها باید مورد توجه قرار گیرد توزیع آن در طول پایه   ۀ برای ارزیابی وضییت تفکر جبری، هق میزان حضور یک مؤلفه و هق نحو  ، که 

از نار نوع و سطح بازنمایی، الگوی   ،تفکر جبری  ۀشده نشان داد که چهار مؤلفهای شناساییتحلیل کیفی موقییتهای کیفی:  یافته

جایی پس از  جابه  ۀمستقیق از قاعد   ۀها به ارائه یا استفادتوجهی از موقییت»تیمیق قوانیح حساب«، بخش قابل  ۀیکسانی ندارند. در مؤلف

موقییت  ۀمشاهد  ایح  در  داشت.  اختصاص  عددی  مثال  مقایسچند  طرح حدس،  برای  محدودی  فرصت  در  م  ۀها،  قاعده  آزمون  وارد، 

توجهی از ایح شده در روش، بخش قابلهای جدید یا بیان استدلال فراهق شده بود. بنابرایح، بر اساس مییارهای عملیاتی تیریفموقییت

 .پیوست قرار گرفتند و کمتر به سطوح اکتشافی و تیمیمی رسیدند  ۹شده در جدول اشارهها در سطوح اجرایی یا کاربردی موقییت

ها از ساختارهایی تشکیل شده بودند که در آن نماد مساوی عمدتاً در انتهای  سازی نماد تساوی«، بسیاری از موقییت»مفهو    ۀدر مؤلف

می قرار  محاسباتی  فرایند  مواردی یک  چنیح  در  به   گرفت.  بیشتر  نشانه تساوی  میعنوان  عمل  نتیجه  اعم   برای  مقابل،  ای  در  کرد. 

شد  آموز خواسته میگرفتند یا از دانشارز مورد مقایسه قرار میهق  ۀعنوان دو طر  یک رابطدر آن دو عبارت متفاوت بههایی که  موقییت

از  ۀدربار رو، بازنمایی ایح مؤلفه بیشتر در سطح عملیاتی و    ایح  درستی یک تساوی در موارد مختلف استدلال کند، محدودتر بودند. 

 .ای و ساختاری فراهق کردی کمتری برای تقویت درک رابطهها کاربردی مشاهده شد و فرصت

های موجود عمدتاً به شناسایی یا ادامه دادن  ها بود و نمونهشده کمتر از سایر مؤلفههای شناسایی»الگویابی«، تیداد موقییت  ۀدر مؤلف

ای که ساختار الگو را تولید بدون توجه به رابطه   ، یک دنباله  ۀادام  شدند. از منار مییارهای ایح پژوهش، صر ِالگوهای عددی محدود می

بیح تغییرات را توضیح دهد،    ۀآموز باید رابطهایی که در آن دانشگیرد. موقییتتری از الگویابی جبری قرار میکند، در سطح پاییحمی

 .ن الگویابی و تفکر جبری دارندساختار را در موارد جدید به کار گیرد یا قاعده را بیان کند ظرفیت بیشتری برای ارتباط میا

مؤلف موقییت  ۀدر  پایههای شناسایی»مسائل کممی«،  در  عمدتاً  پاییحشده  ایح موقییت های  اگرچه  بودند.  متمرکز  توانند  ها میتر 

واسته نشده بود که آموز خها از دانشتوجهی از آنها و مقادیر فراهق کنند، در بخش قابلجایی ترتیب گروهجابه  ۀ ای برای مشاهدزمینه 

کممی به خودی خود به مینای تحقق  ۀدو ترتیب متفاوت را مقایسه یا دلیل ثابت ماندن نتیجه را توضیح دهد. بنابرایح، وجود یک مسئل

 .ساختاری مورد بررسی قرار گرفت ۀتفکر جبری در سطح بالا تلقی نشد و کیفیت بازنمایی بر اساس میزان فیال شدن رابط

طراحی و سطوح شناختی    ۀها نیست، بلکه نحواصلی صرفاً کمبود تیداد موقییت  ۀدهد مسئلهای کیفی نشان مییافتهدر مجموع،  

 ،تنهایی کافی نیست ها به تفکر جبری، افزایش فراوانی موقییت   ۀ جایی در توسی بنابرایح، برای تقویت نقش خاصیت جابه ها نیز اهمیت دارد.  آن 
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عینی، به مقایسه و توضیح رابطه، کاربست، کشف قاعده و در نهایت تیمیق آن در   ۀها از مشاهده و تجربتبلکه لاز  است توالی فیالی

یند استدلال و استخراج قواعد جبری اهای کتاب سطحی، بدون فرهای جدید حرکت کند. در حقیقت، از نار کیفی اغلب نمونهموقییت

 .شده استها اشاره عینی به آن ۀو نمونبا مصداق  ۵است که در جدول 

های تفکر جبری مضامین و الگوهای کیفی بازنمایی مؤلفه   . ۵جدول  

 کیفیت و ماهیت بازنمایی )تحلیل کیفی( عینی از ضعف  ۀنمون
 فراوانی

 )درصد( 
تفکر   ۀمؤلف

 جبری 

سو ، پس از نمایش چند    ۀدر پای

شود: »در  آرایه، مستقیماً گفته می

توانیق جای دو عدد را عوض  ضرب، می

 کنیق«. 

در اکثر موارد، قاعده پس از چند مثال عددی  :  غالب و سطحی

ضرب با  )مثمً »حاصل  شدهتیییحپیشامری از  به صورت

د  ینافر.  شودکند«( ارائه می اعداد تغییر نمی  ۀجایی مرتبجابه 

آموز برای رسیدن به  زنی و استدلال دانش اکتشا ، حدس 

 .تیمیق مغفول مانده است

مورد    ۴۰

(۷/۵۹ ) 
تعمیم قوانین  

 حساب 

  ۵مانند    ،رکح جای خالیهای پُ تمریح

، که درک عملیاتی را تقویت  □+    ۲=  

 .کنندمی

یک    ۀعمدتاً عملیاتی: در بیشتر موارد، نماد مساوی صرفاً نتیج

(. هیچ موقییت ۳+   ۵=    ۸کند )مثمً  محاسبه را اعم  می

برابری ذاتی    ۀای برای تفکر دربار طلبانهمحور یا استدلال پرسش 

همیشه درست   ۱×   ۳=    ۴÷    ۱۲آیا  »دو عبارت متفاوت )مثل  

 .( طراحی نشده است«است؟

مورد    ۱۵

(۴/۱۹ ) 
سازی نماد مفهوم

 تساوی

در    موز«  ۴سیب و    ۳»  ۀساد  ۀمسئل

تر در  اول. فقدان مسائل پیچیده   ۀپای

 .های بیدپایه 

اول    ۀیح موارد در پایا  ٪ ۹۰:  کاربرداول و کق  ۀمتمرکز در پای

های  را دارند. در پایه  تثبیت جمع شود و عمدتاً نقش دیده می

هایی  سازی موقییت مدل  بالاتر از ظرفیت مسائل کممی برای 

)مانند جمع زدن   کندمی جایی راهبرد حل را ساده  که جابه

 .خرید( استفاده نشده است  ۀتایی در یک مسئلهای دهبخش 

مورد    ۱۰

(۹/۱۴ ) 
 مسائل کلامی 

،  ۶،  ۴،  ۲  ۀتمریح »عدد بیدی در دنبال

  ۀ کدا  است؟« بدون پرسش دربار  …

 .بیح جممت  ۀرابط

تکمیل   های موجود منحصر بهموقییت :  ای و غیرفیالحاشیه 

هیچ فیالیتی  .هستند حسابی ساده   ۀدنبالاعضای بیدی یک  

یافتح  »)مثمً   های مستطیلی میادلبیح آرایه  ۀبرای کشف رابط

  ۀ( یا استخراج قاعد «دارند   ۲۴هایی که مساحت  آرایه  ۀهم

 .جبری از یک الگوی هندسی وجود ندارد

 الگویابی (۶مورد )  ۴

جایی  های پژوهش و جداول فوق، تحلیل حاضر چهار شکا  ساختاری را در بازنمایی کنونی خاصیت جابهبا توجه به یافته  ،در مجموع

 :دهندسازد که پاسخ پرسش اول پژوهش را تشکیل میآشکار می

 .اول تا ششقۀ در توزیع محتوا از پای یابندهمنطق تدریجی و توسیه فقدان یک  شکا  توزییی:. ۱

  .ای(مرتبط )استدلال، تیمیق، درک رابطه یندهای شناختیاپرورش فر به بهای غفلت از انتقال قاعده تمرکز بر  شکا  عمقی: . ۲

   .مسائل کممی پیچیده و الگویابی گ اشتح پتانسیل غنی دو بستر بیهوده ای:شکا  زمینه. ۳

 .های عددی جدید )کسری، اعشاری(در حوزه ل مسئلهسازی حساده شکا  کاربردی: عد  ارتباط مینادار ایح خاصیت با. ۴

دهد که ناا  بازنمایی  کند و نشان میی تأیید میصورت کمّشده در ایح بخش را بههای شناساییتحلیل آنتروپی شانون نیز شکا 

ای را طراحی الگوی یکپارچه   ها ضرورتاست. ایح یافته  «یابندهراه متوازن و توسیه   ۀنقش»  های درسی فاقدجایی در کتابخاصیت جابه

  سازد. پیش آشکار میازهای مختلف ارائه دهد بیشها در طول پایهتری از مؤلفه که توزیع متوازن 
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 پایه:  به پایه   ۀ ب( طراحی الگوی یکپارچ 

های ها در پایهنامتوازن موقییتها شامل تمرکز  شده از تحلیل محتوا استخراج شد. ایح شکا شناسایی  اصلیهای  نخست، شکا   ۀدر مرحل

 .های اکتشا  و تیمیق بودقاعده و فرصت ۀمیان ارائ ۀبازنمایی عملیاتی نماد تساوی، و فاصل ۀمختلف، حضور محدود الگویابی، غلب

یک اصل طراحی متناظر تیییح شد. برای مثال، در برابر تمرکز مقطیی محتوا، اصل »تداو  طولی«؛   ، دو ، برای هر شکا  ۀدر مرحل

های اجرایی، اصل »حرکت تدریجی از تجربه به استدلال«؛ در برابر ضیف الگویابی، اصل »پیوند الگو با ساختار«؛ و فیالیت  ۀدر برابر غلب

 .ای« در نار گرفته شدمحوری به درک رابطهاز پاسخدر برابر بازنمایی عملیاتی تساوی، اصل »گ ار 

های  مند در پایهعینی و زمینه  ۀدهی شدند. ایح توالی از تجربپایه سازمانبهسو ، اصول طراحی در یک توالی رشدی پایه  ۀدر مرحل

های بالاتر به تیمیق نمادیح و  رسد و در پایهشده میهای میانی به کشف رابطه، مقایسه و تیمیق هدایتشود، در پایهتر آغاز میپاییح

 .یابدتر گسترش میکاربست خاصیت در ساختارهای عددی پیچیده

های پیشنهادی  د  یادگیری، راهبرد آموزشی و نمونه فیالیت تدویح شد. فیالیتچهار ، برای هر پایه و هر مؤلفه، یک ه   ۀدر مرحل

نمونه نحوصرفاً  دادن  نشان  برای  اجرایی  برنام  ۀهای  مینای  به  و  هستند  طراحی  اصول  بست  ۀ تحقق  یا  نهایی  آموزشی   ۀدرسی 

را در هر یک از چهار    نمونه فیالیت  و   هبرد محوریرا  هد  یادگیری پیشنهادی،  ایح الگو برای هر پایه  .شوندشده تلقی نمیاعتبارسنجی 

 .(۶کند )جدول بستر مشخص می

 جایی با تفکر جبری پیشنهادی برای تلفیق خاصیت جابه   ۀ الگوی یکپارچ .  6جدول  

 پایه  بستر/ مؤلفه هدف یادگیری پیشنهادی  راهبرد آموزشی محوری  نمونه فعالیت/ تمرین پیشنهادی

مداد به علی بدهیق و سپس    ۳بازی، اگر اول  در نقش

مداد، کل مدادهای او    ۳مداد و بید    ۲مداد، یا اول    ۲

 .ها نشان دهیدشود؟ با مکیب چند تا می

سازی فیزیکی با اشیاء و  مدل 

 .آفرینینقش 

درک عینی تغییرناپ یری  

جمع با تغییر ترتیب  حاصل 

 .اشیاء در یک موقییت
 اول  مسائل کلامی 

درمیان بچینید.  صورت یکرا بههای آبی و قرمز  مهره 

ها اگر از قرمز شروع کنیق فرق آیا تیداد کل مهره 

در یک کفه،   ۳+۵کند؟ روی ترازوی تصویری:  می

 دیگر.  ۀ در کف  ۳+۵

استفاده از ترازوهای تصویری  

و الگوهای تکرارشونده  

(ABAB) . 

جایی در  کشف جابه 

الگوهای تکرارشونده و  

آشنایی مقدماتی با نماد  

وی به مینای  مسا 

 .«قدر استهمان»

 الگویابی و
 تساوی

 دو  

های ممکح را بسازید.  مستطیل  ۀچوبک، هم  ۱۲با  

صورت »ردیف در ستون« ابیاد هر مستطیل را به 

ای بیح اعداد هر جفت  ثبت کنید. چه رابطه

 بینید؟می

ای  های نقطه اکتشا  با شبکه 

 .های میادلو ایجاد آرایه 

جایی  جابه   ۀکشف قاعد

کاری  ضرب از طریق دست 

های مستطیلی و بیان  آرایه

آن با کلمات خود  

 .آموزدانش 

تعمیم 

 )ضرب( و
 الگویابی

 سو  

ایق.  تایی شیرینی خریده ۱۲  ۀبست  ۷برای جشح،  

تر  آسان  ۷×۱۲ها با روش  ذهنی کل شیرینی  ۀمحاسب

 .؟ چرا؟ توضیح دهید۱۲×۷است یا  

طراحی مسائل خرید یا توزیع  

که شامل اعدادی با  

 .تایی باشندهای ده ترکیب

جایی  کارگیری جابه به

عنوان یک راهبرد برای  به

ذهنی   ۀسازی محاسبساده 

 .ایدر مسائل چندمرحله 

مسائل کلامی  

 پیچیده و
 تعمیم

 چهار  



 ۱۸ ...قی تلف یبرا ییالگو ۀ: ارائکپارچهی یزیرپراکنده تا برنامه  ییاز بازنما

 

 

 

همیشه درست    ۲/۳×    ۱/۲=    ۱/۲×    ۲/۳آیا عبارت  

است؟ با رسق یک مستطیل و تقسیق آن به  

 .های مساوی، صحت آن را بررسی کنیدقسمت

ساختاری    ۀحل میادلات ساد

و استفاده از مدل مستطیلی  

 .مساحت 

ای  تقویت درک رابطه 

تساوی و آزمایش اعتبار  

جایی در ضرب کسرها  جابه 

های  استفاده از مدل با  

 .مساحتی

تساوی 

 ای ورابطه
تعمیم 

 )کسرها(

 پنجق

⁡𝑎توضیح دهید چرا   × 𝑏 = 𝑏 × 𝑎  و ایح خاصیت

 آید.مساحت مستطیل به کار می  ۀچگونه در محاسب

تحلیل الگوهای عددی در  

های تناسب و استخراج  جدول 

 .فرمول

جایی به روابط  تیمیق جابه

تناسبی و استفاده از آن در  

های محیط و  فرمول 

 .مساحت 

الگویابی 

 پیشرفته و
 کاربست 

 ششق

های های تحلیل محتوای کتاب پیشنهادی است که بر مبنای تلفیق مبانی ناری و یافته - شده در ایح پژوهش یک الگوی ناریالگوی ارائه 

های تحلیل و وجود برخورداری از منطق ناری، سازگاری با یافته رو، »اعتبار« آن در ایح مرحله به مینای   ایح درسی طراحی شده است. از 

 .شده و راهکارهای پیشنهادی است، نه اثبات اثربخشی آن در محیط واقیی کمس درس های شناسایی روشح میان شکا    ۀ رابط 

رابطه، اکتشا ، تیمیق   ۀی به مشاهد عین   ۀ ها که از تجرب عمودی میان پایه   ۀدر طراحی الگو، سه رابطه مورد توجه قرار گرفت: نخست، رابط 

های متفاوت فراهق جایی را در زمینه تفکر جبری که امکان ظهور خاصیت جابه   ۀافقی میان چهار مؤلف   ۀ کند؛ دو ، رابط و کاربست حرکت می 

حلیلی، الگو در ایح پژوهش شده و اصل طراحی متناظر با آن. با وجود ایح انسجا  ناری و ت میان هر شکا  شناسایی   ۀ سازد؛ و سو ، رابط می 

 ۀصورت رسمی اعتبارسنجی نشده و در کمس درس نیز اجرا و آزمون نشده است. بنابرایح، ادعا دربار توسط گروه مستقل متخصصان به 

 .د شو های آینده واگ ار می پژوهشی در نار گرفته شود و بررسی تجربی آن به پژوهش  ۀ عنوان یک فرضی قابلیت اثربخشی الگو باید به 

   های عملی: ج( دلالت

به و  اجرا  پژوهش  ایح  در  پیشنهادی  الگوی  اینکه  به  توجه  دلالتبا  است،  نشده  ارزیابی  تجربی  بهصورت  باید  آن  عملی  عنوان های 

 .شدهپیشنهادهایی برای بازنگری و طراحی آموزشی در نار گرفته شوند، نه پیامدهای اثبات

تواند ضرورت بررسی توزیع طولی مفاهیق ساختاری و ایجاد پیوستگی میان  های پژوهش میریزان درسی، یافتهبرنامهبرای مؤلفان و  

و فرصتفیالیت برجسته سازد. همچنیح، میهای حسابی  را  تفکر جبری  فیالیتهای  بازنگری  در  تکالیف توان  برای  بیشتری  ها سهق 

 .ر گرفتمحور در ناای و استدلالاکتشافی، مقایسه

هایی مورد استفاده قرار گیرد که  عنوان یک نمونه برای طراحی فیالیت تواند به میلق، الگوی پیشنهادی می های تربیت برای میلمان و برنامه 

 .گیرد می   شود، بلکه از طریق تجربه، مقایسه، توضیح و تیمیق مورد بررسی قرار صورت یک قاعده اعم  نمی جایی صرفاً به ها خاصیت جابه در آن 

عموه بر سنجش توانایی اجرای قاعده، تکالیفی برای سنجش توضیح رابطه، تشخیص   ، شودبرای طراحان ارزشیابی نیز پیشنهاد می

 .های جدید طراحی شودهای میتبر، تیمیق و انتقال خاصیت به موقییتنمونه 

شود آموزان مییادگیری، استدلال ساختاری یا عملکرد جبری دانشدر نهایت، بررسی اینکه اجرای چنیح الگویی واقیاً موجب بهبود 

 .های تحلیل محتوای حاضر قابل استنتاج نیستنیازمند مطالیات تجربی مستقل است و از داده

 گیری بحث و نتیجه

چارچوبی پیشنهادی برای    ۀ ابتدایی ایران و ارائ   ۀ های ریاضی دور جایی در کتاب ایح پژوهش با هد  بررسی بازنمایی خاصیت جابه 

شده نشان داد  موقییت شناسایی   ۶۷های تحلیل محتوای های تفکر جبری انجا  شد. یافته پیوند دادن ایح مفهو  ساختاری با مؤلفه 

خاصیت جابه  بازنمایی  پای که  قابل   ۀ جایی در شش  نیست. بخش  برخوردار  یکنواختی  توزیع  از  ا تحصیلی  موقییت توجهی  در  ز  ها 
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شده کاهش یافت. ایح الگو  های شناسایی های پنجق و ششق تیداد موقییت های سو  و چهار  متمرکز بود، در حالی که در پایه پایه 

 .کند ابتدایی حمایت نمی   ۀ از وجود یک پیوستگی طولی روشح در بازنمایی ایح مفهو  در سراسر دور 

شده  های کدگ اری ها نامتوازن بود. تیمیق قوانیح حساب بیشتریح تیداد موقییت موقییت های تفکر جبری نیز توزیع  از نار مؤلفه 

فراوانیِ  ایح حال،  با  را داشت.  فراوانی  الگویابی کمتریح  داد، در حالی که  اختصاص  به خود  به خودی خود    بیشترِ   را  مؤلفه  یک 

جایی  جابه   ۀ های مرتبط با تیمیق، قاعد که در بخشی از موقییت کیفیت بالاتر بازنمایی آن نیست. تحلیل کیفی نشان داد    ۀ دهند نشان 

به  فیالیت بیشتر  در  یا  ارائه  مستقیق  فرصت صورت  و  است  کار گرفته شده  به  اجرایی  مقایسه،  های  برای کشف،  های محدودتری 

های  لیاتی داشتند و موقییت ها ماهیتی عم توجهی از موقییت توضیح و تیمیق فراهق شده است. در مورد نماد تساوی نیز بخش قابل 

ها ظاهر شد و در برخی موارد به  محور سهق کمتری داشتند. الگویابی نیز عمدتاً در تیداد محدودی از موقییت ای و استدلال رابطه 

 .ها محدود بود تکمیل توالی 

مختلف را آشکار کرد. با توجه    های ها در پایه عنوان یک تحلیل مکمل، تفاوت در الگوی توزیع مؤلفه به   ، تحلیل آنتروپی شانون 

عنوان مییاری برای  عنوان شاخصی از میزان پراکندگی یا تمرکز توزیع تفسیر شد و نه به به ماهیت ایح شاخص، نتایج آنتروپی به 

کیفی و  های خا ، تحلیل  تیییح اهمیت آموزشی یا کیفیت هر مؤلفه. بنابرایح، تفسیر وضییت بازنمایی بر اساس ترکیب فراوانی 

 .الگوی توزیع طولی انجا  گرفت 

تفکر جبری در ارتباط با    ۀ پایه ارائه کرد که در آن چهار مؤلف بهها، پژوهش حاضر یک الگوی پیشنهادی پایه بر مبنای ایح یافته

کند: تداو   می  اند. منطق طراحی ایح الگو از چهار اصل اصلی پیروی دهی شده جایی و در قالب یک توالی رشدی سازمان خاصیت جابه 

های عینی به استدلال و تیمیق، تقویت پیوند میان الگو و ساختار، و انتقال تدریجی خاصیت از موقییت   ۀ ها، حرکت از تجربدر طول پایه 

ی  تحقق اصول طراح   ۀ هایی برای نشان دادن نحو عنوان نمونه های پیشنهادی به تر. در ایح چارچوب، فیالیت ساده به کاربردهای پیچیده 

 .شده های اعتبارسنجی درسی نهایی یا مجموعه فیالیت  ۀ عنوان برنام اند و نه بهارائه شده 

از ایح منار، نوآوری اصلی پژوهش در تمش برای برقراری پیوند میان »تحلیل بازنمایی یک مفهو  ساختاری مشخص« و »طراحی  

توزیع ۀ  نحو   ۀ تواند مبنایی برای بحث دربار ارد. ایح رویکرد می یک توالی پیشنهادی برای تلفیق آن با بسترهای تفکر جبری« قرار د 

 .های مکمل فراهق آورددرسی و طراحی فیالیت   ۀطولی مفاهیق ساختاری در برنام

های درسی های پژوهش از محتوای کتاب ها مورد توجه قرار گیرد. نخست، داده با وجود ایح، چند محدودیت باید در تفسیر یافته

کنند. دو ، الگوی پیشنهادی  آموزان داوری نمی درک، عملکرد یا یادگیری دانش   ۀ ها مستقیماً دربار اند و بنابرایح یافته استخراج شده 

در محیط واقیی کمس درس اجرا نشده و اثربخشی آن مورد آزمون تجربی قرار نگرفته است. سو ، اگرچه برای چارچوب کدگ اری 

بنابرایح، ادعای اثربخشی    ؛ سی شد، اعتبار تجربی خود الگو در ایح پژوهش بررسی نشده است روایی محتوایی و پایایی کدگ اری برر 

 .های بیدی استآموزان مستلز  پژوهش الگو یا تأثیر آن بر یادگیری دانش 

یافته  نشان می در مجموع،  پژوهش  استفاد   ، دهد که های  از خاصیت جابه   ۀ برای  به مؤثرتر  در عنوان یک مفهو  ساختاری  جایی 

ها  ها و توزیع آن بلکه نوع بازنمایی، سطح شناختی فیالیت   ، های درسی کافی نیست ایح خاصیت در کتاب   حضورِ   آموزش ابتدایی، صر ِ 

پایه  می در طول  پیشنهاد  رو،  ایح  از  دارد.  اهمیت  نیز  پژوهش ها  آینده شود  دربار   ، های  متخصصان  نار  اعتبارسنجی  الگوی    ۀ ضمح 

ای تساوی، توانایی تیمیق،  های درس بررسی کنند و میزان تأثیر احتمالی آن بر درک رابطه شی آن را در کمس پیشنهادی، اجرای آزمای 

 .صورت تجربی ارزیابی نمایند آموزان را به الگویابی و استدلال ساختاری دانش 

 مشارکت نویسندگان
 صورت برابر بوده است.یزان مشارکت نویسندگان در نگارش مقاله بهم
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 پیوست
که سه مورد در هر پایه است، ارائه   ،هاای از موقییت نمونهازحد مقاله، در اینجا  به دلیل محدودیت فضا و اجتناب از طولانی شدن بیش

 .باشدعنوان پیوست قابل ارائه میدر صورت تأیید مجله، به  ،موقییت در صورت نیاز در دسترس است و ۶۷شده. جدول کامل شامل تما   

 شدههای شناسایی ای از فهرست موقعیتنمونه  . 7جدول 

 مثال کتاب درسی ریاضی ردیف
  و  پایه 

 صفحه
 جبری  تفکر 

۱ 

 . بشمار و بگو   

 اول  ۵+ ۳= ۳+۵توضیح:  

۷۴ 

مسائل 

 کممی

2 

 .بشمار و بنویس 

 جابی استفاده کرد. توان از خاصیت جابه ر کردن جدول می توضیح: برای پُ

 

 

 .ها نوشته شده باشد ها برابر با عددی باشد که بالای ستون آن دو عدد پیدا کح که جمع آن 

 

 

 اول 

۸۷ 

مسائل 

 کممی

۳ 

 .ها نوشته شده باشد ها برابر با عددی باشد که بالای ستون آن دو عدد پیدا کح که جمع آن 

 

 اول 

۹۰ 

مسائل 

 کممی

۴ 

 

 دو  

۲۵ 

سازی مفهو  

 نماد تساوی

۵ 

 

 دو  

۲۶ 

سازی مفهو  

 نماد تساوی

6 

 

 دو  

۲۶ 

سازی مفهو  

 تساوینماد  
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 سو 

۱۲ 

تیمیق قوانیح 

 حساب

۸ 

 

 سو 

۲۶ 
 الگویابی

۹ 

 

 سو 

۶۶ 
 یابیالگو 

۱۰ 

 

 چهار 

۴۶ 

سازی مفهو  

 نماد تساوی

۱۱ 

 

 چهار 

۷۳ 

تیمیق قوانیح 

 حساب

۱2 

 

 چهار 

۱۳۱ 

تیمیق قوانیح 

 حساب

۱۳ 
 

 پنجق

۳۹ 

تیمیق قوانیح 

 حساب

۱۴ 

 

 پنجق

۱۰۱ 

سازی مفهو  

 نماد تساوی
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۱۵ 

 

 پنجق

۱۰۳ 

تیمیق قوانیح 

 حساب

۱6 
 

 ششق

۲۷ 

سازی مفهو  

 نماد تساوی

۱7 

 

 ششق

۳۱ 

سازی مفهو  

 نماد تساوی

۱۸ 
 

 ششق

۴۰ 

تیمیق قوانیح 

 حساب

 ضریب کاپای کوهن  ۀجدول توافق کدگذاران برای محاسب . ۸جدول

 تفکر جبری ۀمؤلف توافق درصد  تعداد موارد اختلاف  تعداد موارد توافق 

 مسائل کلامی  ۱۰۰% ۰ ۲۰

 الگویابی ۹۰% ۲ ۱۸

 سازی نماد تساویمفهوم ۹۵% ۱ ۱۹

 تعمیم قوانین حساب  ۹۵% ۱ ۱۹

 مجموع  ۹۵% ۴ 76

  ، بنابرایح توانست به بیش از یک مؤلفه تیلق داشته باشد، موقییت. هر موقییت می ۲۰شده در پایایی توضیح: تیداد کل موارد بررسی

 .باشد )توافق عالی( می ۸۷/۰شده برابر با محاسبه  است. ضریب کاپای کوهحِ ۲۰ها بیش از مجموع توافق 

 سطوح بازنمایی  . ۹جدول 

 ییسطح بازنما ی اتیعمل اریمع

 یی: اجرا۱سطح  . کنددهد یا پاسخ را پیدا میآموز صرفاً عملیات را تشخیص میدانش

 ی ا : رابطه2سطح  . گیردمیان دو عبارت/نمایش مورد توجه قرار می ۀرابط 

 ی : کاربرد۳سطح  .شودیمشخص به کار گرفته م ت یموقی ک یدر   ت یخاص

 و اکتشاف : استدلال۴سطح  .ها کشف کندرا از مثال تیخاص ای با استدلال رابطه   دی آموز بادانش

 یمی: تعم۵سطح  . کند ی م   ان ی نماد ب   ا ی داده و با کم     ق ی تیم   د ی آموز قاعده را در موارد جد دانش 

 


