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چکیده
هـدف کلـی پژوهـش حاضر، بررسـی میزان اثربخشـی آموزش بـا تأکید بر راه حل هـای چندگانه، در 

تقویت مهارت استدلال ریاضی در دانش آموزان دورۀ متوسطه است. در این مطالعه، 47 دانش آموز 

در گـروه آزمایشـی و 54 دانش آمـوز در گـروه کنتـرل، شـرکت داشـتند کـه همگی در سـال تحصیلی 

95-1394، در مـدارس دولتـی دخترانـۀ منطقـۀ 3 آمـوزش و پـرورش شـهر تهـران، در دو رشـتۀ 

ریاضی و تجربی مشغول به تحصیل بودند. ابزار این مطالعه، آزمونی است که بر مبنای دسته بندی 

میازاکی )2000( شـامل اسـتدلال اسـتنتاجی و استقرایی است. روش پژوهش، کنش پژوهی است 

کـه در بطـن آن از روش شبه آزمایشـی اسـتفاده شـده اسـت. تحلیـل نتایج نشـان می دهـد آموزش به 

 کمک راه حل های چندگانۀ مهارت، استدلال را در گروه دانش آموزان ریاضی افزایش می دهد؛ ولی 

تغییـرات میانگیـن در گـروه تجربـی انـدک اسـت. تحلیل کیفی نتایج نیز نشـان می دهد بسـیاری از 

دانش آموزان فهم درستی از اثبات، ضرورت اثبات، ویژگی های اثبات معتبر و تمایز بین نمایش و 

محتوای اثبات ندارند و بسیاری از آنها با مفهوم متغیر، مأنوس نیستند و به خوبی موفق به گذر از  

تفکر حسابی به تفکر جبری نشده اند و نیز در گفتمان ریاضی، قوی عمل نمی کنند. 
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مقدمه

ریاضیات از دیرباز بخش جدا یی ناپذیر برنامه های درسی مدارس بوده و برخی آن را دروازۀ 
موفقیـت یـا شکسـت فارغ التحصیـلان دبیرسـتانی و رمز موفقیـت حرفه ای آنان دانسـته اند  
)شورای ملی تحقیقات1 آمریکا، 2001(. باوری که برخی آموزشگران را به سمت راه های 
میانبری سوق داده است که برای سریع تر رسیدن به مقصد، حفظ و تکرار رویه ها را به جای 
فهم آن برگزیده  اند و به تدریج، ریاضیات را به سطحی ابزاری و رویه ای فروکاسته اند. حال 
آن که مهم ترین هدف تدریس ریاضی، آموزش استدلال منطقی است و این فرایند استدلال 
ریاضی است که می تواند درک و بینش افراد را در پدیده های مختلف توسعه دهد )شورای 
ملـی معلمـان ریاضـی2 امریـکا، 2000(. از ایـن رو، از نظام آموزشـی انتظار مـی رود به جای 
انتقال صرفِ اطلاعات به دانش آموزان، موقعیت های مناسبی را برای پرورش تفکر و توسعۀ 
توانایی اسـتدلال منطقی آنان فراهم آورد )حاجی  حسـینی نژاد و بالغی زاده، 1389؛ ملکی و 
حبیبی پـور، 1385(. بـر اسـاس منابـع و به رغم اصالتِ چنین رسـالتی، بیشـتر دانش آموزان 
بـر حفـظ رویه هـا تکیـه دارنـد تا فهم آن و اغلب، درک و فهم مناسـبی از فرایند اسـتدلال و 

اثبات های معتبر در ریاضیات مدرسه ای ندارند )ریحانی وهمکاران، 1391(.
افـزون بـر ایـن، نتایـج مطالعـات تیمـزِ 1999 - 2011 و نیـز تیمـزِ پیشـرفتۀ 2008، 
جایگاه ایران را در تمامی این سـال ها و در هر دو پایۀ چهارم و هشـتم، در هر سـه حیطۀ 
دانستن3، به  کار بستن4 و استدلال5، به  طور معناداری پایین تر از میانگین مقیاس تیمز نشان 
می دهـد 6)گـزارش نتایـج تیمز و پرلز، 1391(. به نظر می رسـد آمـوزش ریاضی در ایران، 
از رسالت اساسیِ تقویت تفکر و قدرت استدلال افراد، فاصله  گرفته و در اغلب موارد به 
آموزش روندها، رویه ها و تکنیک ها اکتفا شده است. بنابراین، پرسش اساسی این است که 
با اتخاذ کدام رویکرد و چه راهکاری می توان راهی به سمت رهایی از این بحران گشود؟ 
مواجهه با چنین موقعیتی، اهمیت تبیین و توسعۀ رویکردهای جدید را برای توسعۀ دانش 

1. National Researches Council (NRC) 
2. National Council of Teachers of Mathematics (NCTM)
3. Knowing 
4. Applying 
5. Reasoning 
6. میانگین نمرات ریاضی پایه چهارم در این سال ها )به استثنای سال 1999( به ترتیب 387، 389، 402 و 431 و در پایه ی هشتم 418، 
422، 411، 403 و 415 بوده است. لذا همان طور که این اعداد نشان می دهند، در پایه ی چهارم هر چند میانگین نمرات، روندی رو به رشد 
داشته، اما در بهترین حالت، هنوز با میانگین بین المللیِ 500، اختلافی به اندازه ی 69 نمره وجود دارد. در پایه ی هشتم این اختلاف به 78 

نمره می رسد، ضمن آنکه تعداد روندهای کاهشی بیش از روندهای افزایشی است.
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ریاضـی معلمـان برجسـته می کند )کمیتۀ یادگیری ریاضـی، 2001( و رویکرد تازه ای لازم 
است که ریاضیات را با رسالت دیرینه اش آشتی دهد و دانش آموزانی بپرورد که ریاضی وار 
بیندیشـند و در برخـورد بـا مسـایل، همان گونـه که آرمان برنامۀ درسـی ملـی )1391: 33( 

است، به طور منطقی استدلال کنند و قدرت تجزیه و انتزاع داشته باشند. 
یکـی از رویکردهـای آموزشـی نویدبخـش کـه پتانسـیل مناسـب و ارزشـمندی در بهبود 
تلاش های یادگیری دانش آموزان دارد، مقایسـۀ راه حل های چندگانه1 برای حل یک مسـأله 
اسـت )لینچ و اسـتار2، 2014؛ اسـتار و ریتل3، 2008( به تبعِ اسـتفاده از این روش، حل 
مسـأله با اتخاذ رویکردی واحد و رسـیدن به پاسـخ، خاتمه نمی یابد؛ بلکه تلاش می شـود 
از زوایـای مختلـف بـه مسـأله نـگاه شـود و راه حل هـای متعـدد، ارائـه و ارزیابـی می شـود؛ 
اما به رغم پافشـاری اسـناد سیاسـت گذاری آموزشـی در حیطۀ آموزش ریاضی، بر آموزش 
دانش آمـوزان بـا راه حل هـای چندگانـه )NRC, 2001; NCTM, 2006; CCSS4, 2010)، و بـا 
وجود مطالعات متعدد که تشـویق دانش آموزان به اسـتفاده از این روش را کلید دسـت یابی 
بـه دانـش عمیـق ریاضی می دانند )اسـکایلو و کـروگ5، 2014(، برخی محققان معتقدند 
این روش، یادگیرندگان را با سـردرگمی مواجه می کند و با وجود توافقات حرفه ای آشـکار 
در به  کارگیری این رویکرد، بحث در این خصوص که این روش برای تمامی دانش آموزان 
مفید و کارآمد است یا فقط برای دانش آموزانی با توانایی بالای علمی، عملی است، ادامه 

دارد )لینچ و استار، 2014(. 
به هـر حـال از یـک سـو، مواجهـه بـا نظـرات موافـق و مخالـف بـا کاربـرد اسـتفاده از 
چند راه حل برای حل یک مسـألۀ ریاضی و از دیگر سـو، تألیف کتاب های درسـی جدید 
در حـوزۀ ریاضـی بـا ایـن شـیوه، بر ضـرورت آزمون عملـی این رویکرد صحـه می گذارد. 
بنابرایـن، هـدف کلـی این مطالعه، بررسـی میزان موفقیت و اثربخشـی آمـوزش، با تأکید 
بـر راه حل هـای چندگانـه بـر اسـتدلال ریاضـی دانش آموزان اسـت. این مقایسـه به اسـتناد 
مطالعاتی که این روش را تنها برای دانش آموزان با توانایی زیادتر ریاضی مناسب می دانند 
)برای نمونه لینچ و استار، 2014؛ لیکین، 2011(، در دو رشتۀ ریاضی و تجربی انجام 

1. Multiple solutions 
2. Lynch and Star
3. Star & Rittle
4. Common Core State Standards for Mathematics
5. Schukajlow & Krug
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شـده اسـت تـا امـکان بررسـی تأثیـرات ایـن روش روی دانش آمـوزان بـا مهارت بیشـتر و 
پایین تر در درس ریاضی فراهم شود. 

مبانی نظری و پیشینۀ پژوهشی

اسـتدلال ریاضـی: اسـتدلال را به  طـور کلـی هماهنگـی شـواهد، باورهـا و اندیشـه ها برای 
نتیجه گیـری دربـارۀ آنچـه صحـت دارد، تعریـف کرده اند )لیتـون1، 2003: 3( و اسـتدلال 
ریاضـی را توانایـی تفکـر منسـجم و منطقـی و اسـتنتاج از حقایق ریاضی آشـنا یا مفروض 
دانسـته اند )مانسـی2، 2003: 9(. در این مطالعه، بر اسـاس طبقه بندی میازاکی )2000(، 
استدلال ریاضی شامل استدلال استنتاجی و استدلال استقرایی است3. او با بررسی توانایی 
اثبات دانش آموزان در مقطع دبیرسـتان، مدلی با دو بعد نمایش4 و محتوا5 و چهار سـطح 

اثبات ارائه می کند که در جدول 1 قابل مشاهده است:

جدول1: طبقه بندی سطوح اثبات دانش آموزان از دیدگاه میازاکی )2000(

محتوا

نمایش
استدلال استنتاجیاستدلال استقرایی

اثبات Aاثبات Dزبان رسمی استدلال

اثباتB  اثبات Cزبان های دیگر، تصاویر و وسایل قابل استفاده

فراینـد اسـتدلال و اثبـات در تحقیقـات مرتبـط بـا آمـوزش ریاضـی بـه کرّات بررسـی 
شـده اسـت؛ بـرای نمونـه هـارل و سـاودر6، 1998؛ میازاکـی، 2000؛ هیلـی  و هویلـز7، 
2000؛ اسـتایلیانیدز8،  2005، 2007؛ اسـتایلیانیدز و اسـتایلیانیدز، 2008؛ چیـن و 
لین9، 2009. متخصصان تعلیم و تربیت، پرورش اسـتدلال را رسـالت اساسـی ریاضی 
و زیربنـای تفکـر اندیشـمندانه و منطقـی دانسـته اند )ملکـی و حبیبی پـور، 1385؛ حاجی  

1. Leighton 
2. Mansi 

3. این مبنا تنها در طراحی ابزار استفاده شده و در نمره گذاری آزمون ها از شیوۀ او تبعیت نشده است.
4. Representation
5. Content
6. Harel & Sowder
7. Healy & Hoyles
8. Stylianides
9. Chin & Lin
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حسـینی نژاد و بالغـی زاده، 1389(؛ امـا بسـیاری از مطالعـات مؤیـد آن اسـت کـه اغلـب 
دانش آمـوزان در درک، فهـم و سـاخت اثبـات و اسـتدلال های منطقـی در همـۀ سـطوح 
تحصیلـی بـا مشـکل مواجهنـد )هارل و سـاودر، 1998؛ هیلی و هویلـز، 2000؛ رکیو و 
گودینو1، 2001؛ استایلیانیدز، 2005، 2007؛ وارجیس2، 2007؛ دی وانس پرونسن3، 
2008؛ پاداک4، 2009( و بیشـتر بر حفظ رویه ها تکیه دارند تا فهم آن و اغلب آنان از 
سؤالاتی که آن ها را درگیر حتی ساده ترین اثبات ها می کند، می گریزند و ترجیح می دهند 
به جای آن، سـراغ سـؤالات رویه ای و الگوریتمی-که ممکن اسـت پیچیده تر هم باشـند، 
برونـد )تـال5، 1989، به نقـل از ریحانـی و همکاران، 1391(؛ بدون آن که درک درسـتی 
از اثبات آن گزاره داشـته باشـد یا به  طور کامل از درسـتی روش، قانع شـده باشـد )وبر6، 
2005، 2004(. حال آن که وقتی ریاضیات به عنوان علمی مسـتدل یاد گرفته می شـود، 
دانش به  دست آمده، حتی موقعی که حافظه، رویه ها را فراموش می کند، به راحتی می تواند 
بازسـازی شـود )بـال و بـاس7، 2003( و مسـائل رویه ای و الگوریتمـی، به ندرت موجب 

گسترش تفکر اصیل ریاضیات در دانش آموزان می شوند )برودیه8، 2010(. 
راه حل هـای چندگانـه: در ایـن مطالعـه، تأکید بر راه حل هـای چندگانه حین آموزش، 
رویکردی مؤثر در افزایش توانمندی دانش آموزان در استدلال ریاضی، فرض شده است. 
از نـگاه ایـن مطالعـه آمـوزش، خلق معنا در ذهن دانش آموز اسـت و نـه انتقال آن به ذهن 
او و حین آموزش به جای رعایت مراحلی مشخص، بر اصولی کلی برای یادگیری، نظیر 
تشویق به تملک و داشتن نظر در فرایند یادگیری، استفاده از انواع روش های یادگیری و 
نیز تقدیر از دیدگاه های مختلف تأکید می شـود )فردانش، 1383(. قرارگرفتن در چنین 
فضایـی، دانش آمـوز را از حالـت انفعالـی پذیـرش خارج کرده و این بـاور قدیمی که برای 
هر پرسش، پاسخ درستی منحصربه فرد موجود است که آن را باید نزد معلم جست، فرو 

می ریزد.

1. Recio & Godino
2. Varghese 
3. Dee Vanspronsenz
4. Paddack
5. Tall
6. Weber 
7. Ball & Bass
8. Brodie 
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تأکید بر راه حل های چندگانه، رویکردی است که بیشتر صاحب نظران حیطۀ آموزش 
ریاضـی در خـارج از مرزهـای ایـران بـر آن تمرکـز دارنـد و به خصوص در سـال های اخیر 
مقالاتـی در خصـوص قابلیت هـای ویـژ ۀ آن در تقویـت مهارت هـا و نگرش هـای ریاضـی 
دانش آموزان و حتی معلمان ریاضی به رشـتۀ تحریر درآمده؛ اما در داخل کشـور پژوهش 

مشخصی را به خود اختصاص نداده است.
این رویکرد حاوی بایسـتگی یا نوعی پتانسـیل آشـکار برای حل مسـأله به روش های 
مختلـف اسـت. در حـوزۀ موضوعـی ریاضـی، تفـاوت بیـن ایـن راه حل هـا در سـه محـور 
بازنمایی هـای متفـاوت از یک مفهـوم ریاضی، ارائۀ تعاریف و ویژگی های متفاوت برای 
یـک مفهـوم خـاص در ریاضـی یـا نگـرش به یـک مقوله از شـاخه های متفـاوت ریاضی، 
انعـکاس خواهـد یافـت )لیکیـن و لـو، 776:2007(؛ بدین ترتیـب مسـیر بـرای ورود 
بازنمایی های1 متفاوت هموار خواهد شـد. غنای هرچه بیشـترِ تصویر ذهنی ساخته شـده 
از مفهـوم، بـه موفقیـت بیشـتر شـخص در یادگیـری منجـر خواهـد شـد و حرکـت از یک 
بازنمایـی ریاضـی بـه بازنمایـی دیگـر و تنوع فعالیت ها  می تواند بسـتر ذهـن دانش آموز را 
بـرای تفکـر و فهمـی عمیق تـر مهیـا سـازد )هنینگسـن و اسـتین2، 1997(. امـا یافته های 
مطالعـات در حـوزۀ راه حل هـای چندگانـه، مواجهه هـای متفاوتـی را به تصویـر می کشـد. 
برخـی مطالعـات، اسـتفاده از ایـن رویکـرد را بـرای دسـتیابی بـه تسـلط بیشـتر در دانـش 
ریاضـی بـه رسـمیت شـناخته اند و برآننـد که آگاه کـردن دانش آموزان، از این که هر مسـأله 
می تواند از راه های بسـیار به نتیجه برسـد و تشـویق ایشـان به گام گذاشـتن در هر یک از 
این مسیرها، نهایتاً کیفیت فهم ریاضی را در آنان افزایش می دهد. طرفداران این رویکرد 
معتقدند استفاده از مسائلی با تنها یک جواب درست،  دانش آموز را از تجربۀ مسیرهای 
متفـاوت منصـرف و دلسـرد می کنـد و او را از کاوش در ایده هـای متنـوع بـاز مـی دارد. 
ایشـان این رویکرد را فرصتی ویژه، برای به فعل رسـاندن خلاقیت ریاضی دانش آموزان 
و فهم عمیق تر ایشـان، از مفاهیم ریاضی برشـمرده اند و آن  را هم ابزاری آموزشـی و هم 
ابـزاری پژوهشـی دانسـته اند کـه توانـی ویـژه در ارزیابی دانـش ریاضی دانش آمـوزان دارد 
)لیواووینبرگ و لیکین3، 2012(. ابزاری آموزشی و پژوهشی که با داشتن ظرفیتی ویژه، 
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3. Leikin & lev
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پیامدهای مثبت بسیاری را در حوزۀ مهارت ها و نگرش ها، هم در دانش آموزان و هم در 
معلمان به همراه دارد.

بـه مـوازات همیـن اقبـال و به رغـم توصیه های بسـیاری از متخصصین و آموزشـگران 
حـوزۀ آمـوزش ریاضـی بـر اسـتفاده از ایـن روش، برخی پژوهشـگران نیز بر آننـد که ارائۀ 
مفاهیـم ریاضـی و به خصـوص هندسـی از چشـم اندازهای متفـاوت، نه تنهـا فهـم عمیـق 
هندسـی را تضمیـن نمی کنـد، بـه واسـطۀ محدودیت های زمانی این رؤیـا محقق نخواهد 
شد و علاوه بر آن، ارائۀ تصاویر چندگانه به چشمی که برای »دیدن« آموزش ندیده است، 
به ابهام بیشـتر تصویر اولیه دامن خواهد زد )وو1، 1996(. بنابراین، برخی آموزشـگران 
با اسـتناد به این که نتوانسـته اند چنین رویکردی را در بازۀ زمانی کوتاه کلاس درس پیاده 
کننـد، آن را باعـث سردرگم شـدن دانش آمـوزانِ به خصوص ضعیف تر دیده اند و از اجرای 
آن در کلاس هـای درس امتنـاع می ورزنـد )لیکین، 2011(. برخی مخالفان نیز برآنند که 
آمـوزش بـه دانش آمـوزان ضعیف تـر تنهـا در صورتی اثربخش خواهد بـود که مجموعه ای 

محدود و ساده از قوانین به آنان آموزش داده شود )لینچ و استار، 2014(. 
با وجود مخالفت های موجود با این ایده، تألیف کتب درسی جدید در حوزۀ ریاضی 
با تأکید بر استفاده از راه حل های چندگانه و ضرورت آزمون عملی این رویکرد، در بافتی 
طبیعـی و موقعیتـی عملـی، بایسـتگی انجـام این مطالعه را بارز می کنـد. در این مطالعه از 
آن رو کـه پیونـد میـان کنـش و اندیشـه مدنظر بود، مجالی فراهم شـد که پژوهشـگران در 
مقام معلم پا به صحنۀ عمل بگذارند و توان یا ضعف این رویکرد را در تقویت مهارت 

استدلال دانش آموزان نشان دهند.  

روش پژوهش

بـرای بررسـی میـزان موفقیـت روش تدریـس بـر مبنـای راه حل هـای چندگانـه، در تقویـت 
استدلال دانش  آموزان، از آن رو که لازم بود در بافت طبیعی و واقعی کلاس درس اثربخشی 
ایـن رویکـرد آزمـون شـود، از بیـن روش هـای پژوهشـی کـه          می توانسـت پاسـخ گوی 
نیازهای عرصۀ عمل باشد، روش کنش پژوهی برگزیده شد. این روش شامل چهار مرحلۀ          

1. Wu
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برنامه ریزی1، عمل2، مشاهده3 و بازاندیشی4 )کمیس و همکاران5، 2004( و مبتنی بر این 
فلسفه است که تحقیق نباید فعالیتی باشد که به طور مجزا از جامعۀ موردمطالعه صورت 

گیرد )ادیب حاج باقری و همکاران، 1390(. 

مراحل اجرای روش

بـرای پا یبنـدی بـه چرخـۀ چهارمرحلـه ای برنامه ریزی، عمل، مشـاهده و بازاندیشـی، در 
مرحلـۀ برنامه ریـزی ابتـدا دو کلاس ریاضـی و تجربـی در پایـۀ دوم متوسـطه، در یکـی از 
مدارس دولتی تهران انتخاب شدند. به علت امکان نداشتن انتخاب تصادفی اعضای نمونه 
بـه اقتضـای رعایـت بافت طبیعی و واقعی که از ملزومات کنش پژوهی اسـت، انتخاب این 
دو کلاس به شـکل هدفمند انجام شـد. پس از انتخاب نمونه، درس ریاضیات 2 به دلیل 
قابلیت مناسب آن در تدریس به کمک راه حل های چندگانه انتخاب شد و طرح درس های 
روزانه برای آموزش به مدت یک ترم تحصیلی بر این اساس تنظیم شد و متخصصین این 
حـوزه آن را تأییـد کردنـد. ایـن طرح درس هـا، در واقع پیش بینی کنندۀ حـوادث بین معلم و 
دانش آمـوزان در ظـرف زمانـی هفتادوپنج دقیقـه ایِ کلاس درس  و بـه مثابۀ راهنمای عمل، 

تعیین کنندۀ خط مشی کلاس درس است.  
در مرحلـۀ عمـل و اجـرا، به دلیل سـیال بودن کلاس هـای درس و پیچیدگی  رفتارهای 
انسـانی، پایبندی به اجرای صددرصدی طرح درس ها ممکن به نظر نمی رسـید؛ اما تلاش 
بر این بود که این پایبندی به شکل حداکثری اتفاق بیفتد و در مدت زمان محدود کلاس 
درس، به انواع راه حل های ارائه شدۀ دانش آموزان بها داده شده است، تمامی آنها بررسی 
و ارزیابی     می شـود. ضمن اجرا، سـعی بر آن بود که از دو ضعف اجتناب شـود، اول 
ایـن  کـه عنصـری از عناصـر ایـن رویکـرد، در مراحل تدریـس از قلم نیفتـد و دیگر آن که 
عنصری که در این رویکرد جایی ندارد، حین اجرا به آن اضافه نشود؛ به این معنا که اگر 
این مطالعه مدعی اسـت این روش تدریس، به فرایندهایی نظیر گفتمان ریاضی و تفکر 
بـا صـدای بلنـد و بازنمایی هـای چندگانـه اجـازۀ بروز و ظهـور می دهد، حتمـاً حین اجرا، 
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زمینه برای طرح این پتانسـیل ها آماده باشـد و در عین حال از کاربرد سـایر تکنیک ها و 
مهارت هایی که با این روش تدریس قرابت ویژه ای ندارد، تا حد ممکن صرف نظر شود. 
در مرحلـۀ مشـاهده، لازم بـود کـه فرایند عمل، بازبینی شـود؛ بنابراین نگرشـی دوباره 
از چشـم اندازهای متفـاوت، بـه آنچـه در کلاس درس اتفـاق می افتـد، ضـروری بـه نظـر 
می رسـید. چشـم اندازهای مختلفـی کـه هـر کـدام بخشـی از پـازل عمل تربیتـی را تکمیل 
می کنند. بدین ترتیب پس از کسب مجوز قانونی و دریافت رضایت نامه از اولیای تمامی 
دانش آمـوزان1، از همـۀ جلسـات تدریـس، ضبـط ویدئویـی بـه عمل آمد. عـلاوه بر ضبط 
ویدئو و بازبینی آن به هدف تشـخیص نقاط قوّت و ضعف پس از هر جلسـۀ آموزشـی، 
یادداشـت نگاری هفتگـی دانش آمـوزان پـس از پایـان درس، لنـز دیگـری بـود کـه بـرای 
مشاهدۀ دقیق تر و وسیع ترِ اتفاقات کلاس درس انتخاب شد. در میان این یادداشت ها، 
دانش آمـوزان بـا ذکـر تفاوت کلاس ریاضی کنونی، با کلاس های ریاضی که در سـال های 
گذشـته تجربه کرده بودند، تلویحاً شـواهدی را در تأیید اسـتفاده از راه حل های چندگانه 
و عـلاوه بـر آن راهنمایـی بـرای بهبـود عمل تدریـس، فراهم می آوردنـد. در نهایت برآیند 
بازخوردهای حاصل از بازبینی و تحلیل تصاویر ضبط شـده از چشـم اندازهای متفاوت، 
در مرحلـۀ پیشـین، بـه عنـوان آخریـن مرحلـه از کنـش پژوهشـی موسـوم بـه بازاندیشـی، 

رهنمون هایی را برای بهبود عمل تدریس در جلسات بعد فراهم می کرد. 
در بستر این مطالعه و در راستای بررسی وضعیت دانشی دانش آموزان و مقایسۀ آن، 
پیش و پس از قرار گرفتن در معرض رویکرد آموزشی مدنظر، پیش از آغاز دورۀ آموزشی 
و پس از پایان آن، آزمون سـنجش اسـتدلال به شـکل پیش آزمون و پس آزمون روی گروه 
مداخلـه برگـزار شـد و عـلاوه بـر آن، آزمـون اسـتدلال روی گـروه دیگری موسـوم به گروه 

کنترل، که تحت آموزش با رویکرد راه حل های چندگانه نبودند، اجرا شد. 

آزمودنی ها

شرکت کنندگان این مطالعه، به فراخور الزامات کنش پژوهی و ضرورت انجام پژوهش در 
بافتی طبیعی و واقعی، نمونه ای است در دسترس، شامل 47 دانش آموز  دختر دبیرستانی 
)20 نفـر رشـتۀ ریاضـی، 27 نفـر رشـتۀ تجربی( در گـروه آزمایشـی و 54 دانش آموز )20 

1. اولیای دو نفر از دانش آموزان به ضبط ویدیویی رضایت نداشتند، لذا این دانش آموزان هنگام ضیط فیلم در مکانی مستقر می شدند که در 
زاویۀ دید دوربین نباشند.
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دانش آموز رشتۀ ریاضی و 34 دانش آموز رشتۀ تجربی( در گروه کنترل. برای انتخاب گروه 
کنترل، به هدف انتخاب گروه همتای مناسب و کاهش سوگیری های احتمالی، با مشورت 
مدیر گروه ریاضی منطقۀ آموزش و پرورش مربوط، سه مدرسۀ دولتی در همان منطقه، با 
شرایط آموزشی یکسان و نزدیک به گروه آزمایش انتخاب شد و از تمامی دانش آموزان این 

سه کلاس آزمون گرفته شد. 

ابزار پژوهش و اجرا

استدلال در این پژوهش بر مبنای کار بسیاری از صاحب نظران حوزۀ آموزش ریاضی نظیر 
میازاکـی )2000(، متشـکل از دو محـور عمـدۀ اسـتقرا و اسـتنتاج اسـت؛ به خصـوص که 
دانش آموزان در این مقطع سنی با استدلال هایی نظیر برهان خلف، مثال نقض، استدلال 
بازگشـتی و... آشـنایی ندارنـد. در محـور اسـتدلال اسـتنتاجی، سـؤالات مربـوط بـه بخش 
اسـتدلال در مطالعات تیمز )2007، 2011( پایۀ هشـتم، پرسشـنامۀ میازاکی )2000( و 

سؤالات پرسشنامۀ هیلی و هویلز )2000( در نظر گرفته شد. 
در محور اسـتقرا نیز، بانکی متشـکل از مقالات معتبر و کتب صاحب نظران در این 
حـوزه تهیـه شـد و سـؤالات مربوط از آن اسـتخراج شـد. بـرای نمونه )نـوارک1، 2002، 
ووگل2، 2005؛ کوپـر و وارن3 ، 2008؛ زازکیـس، لیلیـدال و چرنوف4، 2008، آمیت و 
نریـا5، 2008، کاراهـر و همـکاران6، 2008، تانیـش و اوزدس7، 2009؛ ریـورا و بکـر8، 
2008؛ وارنر و همکاران9، 2009؛ ریورا، 2010؛ یسیلدره و آکوک10، 2010؛ میسن و  
همکاران11، 2010، پیدمونته و بوخبیندر12، 2011؛ زاپارتا و کایهو13، 2013، جردک و 
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همکاران، 2014؛ صدیقی، 1387؛ شجاعی، 1391(، گواه این استدلال است.
پس از تشـکیل بانک سـؤالات مربوط به اسـتدلال اسـتنتاجی و اسـتقرایی، دو آزمون 
در قالـب پیش آزمـون و پس آزمـون بـرای سـنجش مهـارت اسـتدلال طراحی شـد؛ سـپس 
آزمون ها به متخصصان موضوعی و آموزشگران مجرب ارسال شد. بعد از کسب تأییدیه 
و اطمینان از روایی محتوا، پیش آزمون و پس آزمون استدلال به شکل آزمایشی در یکی از 
مدارس دخترانۀ دولتی در منطقۀ 3 آموزش و پرورش تهران روی تعدادی از دانش آموزان، 
در دو رشتۀ ریاضی و تجربی اجراشد که علاوه بر اطمینان از روان بودن واژه پردازی ها، 
از مدت زمان لازم برای برگزاری آزمون و همین طور تناسب سطح دشواری دو آزمون با 
هم و تناسـب سـطح دشـواری هر آزمون با توانایی دانش آموزان، تخمین مناسـبی حاصل 
شـد. بعـد از نمره گـذاری پیش آزمـون و پس آزمـون و بررسـی و تحلیـل نتایـج حاصـل از 
اجـرای آن در مرحلـۀ آزمایشـی، آزمون هـا اصـلاح و ویرایش شـد و بدین ترتیـب نهایتاً در 
هر آزمون در قالب 9 سؤال مجزا، 4 سؤال به استدلال استنتاجی و 5 سؤال به استدلال 

استقرایی اختصاص یافت. نمرۀ کل آزمون استدلال ریاضی، 23 لحاظ شد. 
در اجـرای آزمـون اصلـی پـس از برگزاری مرحلۀ آزمایشـی، پیش آزمون اسـتدلال، 10 
روز پس از شروع سال تحصیلی، برگزار شد. دورۀ آموزشی حدود سه ماه طول کشید و 
طی آن درس ریاضی 2 با تأکید بر راه حل های چندگانه به دانش آموزان دو کلاس تجربی 
و ریاضـی آمـوزش داده شـد. دلیـل انتخـاب ایـن درس، آن بـود کـه هـم قابلیـت تدریـس 
بـه کمـک راه حل هـای چندگانـه را به خوبـی داشـت و هـم این  کـه در برنامه ریـزی هفتگی 
مدارس، پنج سـاعت آموزشـی را به خود اختصاص داده بود و چنین زمانی برای تحقق 
هدف این پژوهش، زمان مناسـبی به نظر می رسـید. امتیاز دیگر این درس، آن بود که در 
دو رشـتۀ تجربی و ریاضی به شـکلی واحد و با کتاب درسـی یکسـان ارائه شـده اسـت و 
امـکان مقایسـۀ اثربخشـی رویکـرد استفاده شـده در این پژوهش را در دو گـروه با توانایی 
زیادتـر و توانایـی کمتـر، فراهم می سـاخت. پـس از اتمام دورۀ آموزشـی، پس آزمون روی 

گروه آزمایشی و گروه کنترل اجرا شد.

یافته ها

پـس از برگـزاری پیش آزمـون و پس آزمـون و تصحیـح آن از سـوی محققـان، تحلیـل نتایج 
در دسـتور کار قـرار گرفـت. در راسـتای هـدف ایـن مطالعـه که تأثیر آموزش بـا راه حل های 
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چندگانه را بر مهارت استدلال، در دو گروه ریاضی و تجربی مدنظر داشت، به واسطۀ آن که 
علاوه بر تفاوت بین گروه ها، تغییرات دو گروه، از پیش آزمون به پس آزمون و نیز بررسـی 
برتری یک گروه نسبت به گروه دیگر از طریق اثر تعاملی مدنظر بود، از آزمون اندازه گیری 
مکرر )طرح یک بین-یک درون( استفاده شد. نتایج به دست آمده از شاخص های توصیفی 
در بین گروه مداخله )گروه ریاضی و تجربی( در اسـتدلال، در دو مرحلۀ      اندازه گیری 
)قبل و بعد از آموزش( در جدول2 گزارش شـده اسـت. نتایج نشـان می دهد میانگین نمرۀ 
اسـتدلال دانش آموزان رشـتۀ ریاضی از پیش آزمون به پس آزمون به شـکل معناداری افزایش 

یافته و در گروه تجربی، تغییرات میانگین اندک است.

جدول 2:آماره های توصیفی استدلال در دو گروه مداخله در پیش آزمون و پس آزمون

رشتۀ تجربی )27 نفر(رشتۀ ریاضی )20 نفر(گروه

انحراف استانداردمیانگینانحراف استانداردمیانگینمتغیر

14/744/6813/575/09پیش آزمون

19/233/2514/924/89پس آزمون

آزمـون همگنـی واریانـس )لویـن(، برابری واریانس را در بیـن دو گروه مداخله در دو 
مرحلۀ اندازه گیری تأیید کرد؛ بنابراین دو گروه از نظر پراکندگی یکسان بوده اند.

نتایج آزمون تحلیل واریانس تک متغیری )اثر بین آزمودنی(، نشان داد که بین دو گروه 
 ،45،1F=5/17 ،p = 0/03 ، مداخله )تجربی و ریاضی( در محور استدلال )0/10=
MSe=33/28( تفاوت معنادار وجود دارد و میانگین گروه ریاضی بیشتر است. نتایج اثر 
 ، درون آزمودنی نیز نشان داد که از پیش آزمون به پس آزمون میانگین استدلال )0/32=
MSe=9/23 ،1F/45=21/15 ،p= 0/001(، افزایش داشته است و با توجه به معناداری 
، MSe=9/23 ،F 1 /45=6/15 ،p= 0/02( نتایج   اثـر تعاملـی زمان×گـروه )0/12=
گویای این است که گروه دانش آموزان رشتۀ ریاضی در مهارت استدلال، عملکرد بهتری 

نسبت به رشتۀ تجربی داشته  است )جدول3(.
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جدول 3: نتایج تحلیل واریانس تک متغیری با اندازه گیری مکرر

SSdfMSFPمنبع اثر

17211725/170/030/10اثر بین آزمودنی )گروه( استدلال

1497/744533/28خطای بین آزمودنی )گروه( استدلال

195/261195/2621/150/0010/32اثر درون آزمودنی )زمان( استدلال

56/82156/826/150/020/12اثر تعاملی زمان×گروه؛ استدلال

415/54459/23خطای درون آزمودنی استدلال

شـکل1 میانگین اسـتدلال را در دو گروه دانش آموزان رشـتۀ ریاضی و تجربی نشـان 
می دهد. همان طور که شکل گویای آن است، میانگین استدلال در پیش آزمون در دو گروه 
یکسـان بـوده اسـت؛ امـا در پس آزمـون گـروه دانش آمـوزان رشـتۀ ریاضی عملکـرد بهتری 

داشته اند.

شکل1: میانگین استدلال در پیش آزمون و پس آزمون در دو گروه دانش آموزان رشتۀ ریاضی و تجربی

برای افزایش اعتباربخشی به نتایج تأثیر آموزش در پس آزمون، دو گروه معادل به عنوان 
گـروه کنتـرل در کنـار دو گـروه مداخله، آزمون شـدند و پس آزمون اسـتدلال روی آنان اجرا 
شد. نتایج به دست آمده نشان داد میانگین گروه مداخلۀ ریاضی، نسبت به گروه کنترل معادل 
گروه ریاضی در اسـتدلال بیشـتر اسـت. این تغییرات در گروه تجربی نیز بررسـی شد و در 
گروه تجربی نیز، میانگین اسـتدلال در گروه مداخله بیشـتر از گروه کنترل اسـت؛ بنابراین 
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آموزش داده شده بر تقویت استدلال مؤثر بوده است.
در جـدول 6، دانش آمـوزان گـروه آزمایشـی و کنتـرل صرف نظـر از رشـتۀ تحصیلـی در 
پیش آزمون و پس آزمون مقایسـه شـده اند. نمودار1، تصویر روشـنی از این مقایسـه به دست 
می دهد و گویای رشد نتایج در محور استدلال، از پیش آزمون به پس آزمون در گروه آزمایشی 

و نیز عملکرد بهتر دانش آموزان گروه آزمایشی نسبت به گروه کنترل در پس آزمون است. 
جدول6: میانگین نمرات استدلال در پیش آزمون و پس آزمون )گروه آزمایشی و کنترل(

پس آزمون گروه کنترل پس آزمون گروه مداخله پیش آزمون گروه مداخله میانگین آزمون استدلال

10/16 16/75 14/07

 
نمودار1: مقایسۀ میانگین نمرات کلی استدلال در پیش آزمون و پس آزمون )گروه آزمایشی و کنترل(

بررسی پاسخ های دانش آموزان

عـلاوه بـر بهـره وری از نـگاه کمّـی در تحلیل ها، نگاه کیفی و تحلیل سـؤال به سـؤال نتایج 
پیش آزمون و پس آزمون، نتایجی دیگر و مجالی دیگر برای تأمل در اختیار می نهد. سؤالات 
پیش آزمون و پس آزمون در این مطالعه به دو محور استدلال استنتاجی و استدلال استقرایی 

اختصاص داشت.
الـف( اسـتدلال اسـتنتاجی. در پیش آزمـون و پس آزمـون، پنج سـؤال از 9 سـؤال، به 
سـنجش اسـتدلال اسـتنتاجی اختصـاص داشـت. در این گونـه سـؤالات انتظـار مـی رود که 
شـخص بـا اسـتفاده از قوانیـن منطقـی از مجموعـه ای از فرضیـات اولیـه بـه نتایجی معتبر 
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دسـت پیدا کند )کریسـتو1 و پاپاجرجیو2، 2007(. پرسـش های مربوط به این قسمت، به 
دو شـکل مطرح شـد. در برخی سـؤالات، راه حل هایی برای مسـئله ارائه و از دانش آموز 
خواسـته شـد کـه صحـت و سـقم هـر کـدام را بررسـی کنند و برخی سـؤالات نیـز نیازمند 
ارائۀ    راه حل های خود دانش آموز اسـت. در ادامه به نمونه ای از مدل اول در پیش آزمون 

و پس آزمون اشاره می شود )شکل 7و 6(.

شکل6: نمونه سؤال استدلال استنتاجی )برگرفته از هیلی و هویلز، 2000؛ از نوع بررسی راه حل ارائه شده( در پیش آزمون

پرسش نظیر این سؤال در پس آزمون بدین شکل است: 

 1Christou
 2Papageorgiou
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شکل7: نمونه سؤال استدلال استنتاجی )برگرفته از هیلی و هویلز، 2000؛ از نوع بررسی راه حل ارائه شده( در 

پس آزمون

ایـن سـؤال، بـا الهـام از آزمـون هیلـی و هویلـز )2000( برای اثبات این فرض اسـت 
که »جمع هر دو عدد زوج، عددی زوج است«، شش اثبات مختلف )در هر آزمون سه 
اثبات( به دانش آموزان ارائه کرده و از آنان می خواهد که صحت      اثبات های ارائه شده 
را بررسـی کننـد و از ایـن میـان، یکـی را با ذکـر دلیل به عنوان بهترین اثبـات برگزینند. از 
آنجا که این پرسش، مقولۀ پیچیده ای را سؤال نکرده و از طرفی دانش آموز به جای آن  که 
خود به دنبال یافتن پاسـخ باشـد، کافی اسـت که به بررسـی صحت و سـقم پاسخ موجود 
بپردازد و انتظار می رفت بیشـتر دانش آموزان در پاسـخ گویی به آن موفق باشـند؛ حال آن 
کـه در عمـل، 68% دانش آمـوان در پاسـخ بـه این سـؤال کاملًا ناموفـق بوده اند )جدول 7 

و نمودار2(
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جدول7: پاسخ گویی به سؤال1 در پیش آزمون و پس آزمون

ناقصقابل قبول
تشخیص گزینۀ درست 

بدون دلیل موجه

نادرست 

یا بدون پاسخ

پیش آزمون

73334الف

1041419ب

451028ج

541424د

پس آزمون

1241021الف

01145ب

10046ج

15239د

402654256در مجموع

68%14/4%7%10/6 %درصد

نمودار2: پاسخ گویی به سؤال1 در پیش آزمون و پس آزمون

در بررسی کیفی پاسخ های مربوط به هر پرسش مواردی تأمل برانگیز مشاهده می شود 
که به دلیل سهولت بررسی در قالب جدول 8 و 9 بدان اشاره می شود )جدول 8 و 9(.
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جدول8: برخی پاسخ های نادرست به سؤال1، بخش الف در پیش آزمون 

چرا مجموع دو عدد زوج، عددی زوج است؟

راه حل مریم:
2+6=8 ،  6+2=8 ،  4+6=10 ، 6+4=10  4+2=6   2+4=6  ، 2+2=4  ، 4+4=8

پس جمع دو عدد زوج همیشه یک عدد زوج است.

برخی از پاسخ های نادرست مشاهده شدهپاسخ مورد انتظار

این راه حل نادرسـت است 
زیرا گزارۀ داده شـده را باید 
در حالـت کلـی ثابـت کنیم 
و مثـال زدن اثبات معتبری 

نیست. 

برای این که بفهمیم جمله ای درست است یا نه، مثل مریم آن را امتحان می کنیم.

درسـت اسـت، چون مریم به طور واضح و با مثال زدن عددی نشـان داده که حاصل 
جمع هر دو عدد زوج، عددی زوج است. 

زیرا من با چند مثال دیگری که برای خودم زدم به این موضوع پی بردم. 

این راه درسته، چون عددهایی که با هم جمع شده زوج هستند و جواب هم زوج است.

جدول9: برخی پاسخ های نادرست به سؤال1، بخش ب و ج در پس آزمون

چرا مجموع دو عدد زوج، عددی زوج است؟

راه حل آرزو:
اگر a یک عدد زوج باشد، عدد زوج بعدی a + 2  است و جمع این دو عدد می شود:

  2a + 2 = 2 )a +1( a + )a +2( =
یعنی جواب مضرب دو است پس زوج است و ما نشان داده ایم که جمع هر دو عدد زوج، زوج می شود.

برخی از پاسخ های نادرست مشاهده شدهپاسخ مورد انتظار

این راه حل نادرسـت است 
زیرا فقط نشـان داده است 
زوج  عـدد  دو  جمـع  کـه 
متوالی زوج اسـت و گزارۀ 
داده شده را در حالت کلی 

اثبات نکرده است. 

درسـت اسـت چـون وقتـی یـک عـدد زوج را بـا عـدد بعـد از آن کـه زوج اسـت جمع 
می کنیم حاصل عددی می شود که آن هم مضربی از 2 است.

2+)2+ 2( =4+2=2)2 +1(

خب اشتباهی وجود ندارد. امتحانش کردم درست بود.

راه حـل صحیـح اسـت، زیـرا اعـداد زوج متوالـی با جمـع دو واحد جلـو می روند و با 
جمع این دو و فاکتورگیری، چون پاسخ مضرب 2 است، پس جواب زوج است.

به نظرم راه آرزو درست است. چون نتیجۀ آخر یعنی )a + 1(2، 100% زوج است، 
به خاطر اینکه 2 قرار است در پرانتز ضرب شود.

تنها مشکلش فکر می کنم این است که جمع دو عدد زوج متفاوت نیست و به جای 
a تنها یک عدد زوج می توانیم بگذاریم.

این جواب درست است، زیرا آن را به زبان ریاضی نوشته و وقتی به جای a یک عدد 
زوج می گذاریم حل می شود.

مهم نیسـت که a چه عددی اسـت و حاصل پرانتز چیسـت. این راه، ریاضی اسـت و 
فرمول کلی است نه برای عددی خاص.

فکر می کنم درست است، زیرا راه حل فرمولی برای اثبات بهتر است.
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ب( اسـتدلال اسـتقرایی. در سؤالات مربوط به استدلال استقرایی دانش آموزان باید 
با بررسی چند مثال و مورد خاص، درستی حدس خود را تأیید کنند و دلیلی برای درستی 
گـزارۀ مدنظـر ارائـه کننـد )ادوارد،1997، نقـل شـده در مانسـی، 2003(. نمونـه ای از این 

پرسش در پیش آزمون و پس آزمون در شکل 8 آمده است. 

شکل 8: نمونه ای از سؤالات مربوط به استدلال استقرایی در پیش آزمون و پس آزمون )میسن،2010(

در پاسـخ های مربـوط بـه ایـن سـؤال و سـؤالات مشـابه، به کرّات مشـاهده می شـود که 
دانش آموزان در ارائۀ نمادین مفاهیم ریاضی و بیان آنچه در ذهن دارند، با مشکل مواجهند. 
نمایـش دو عـدد زوج بـا اشـکال نمادیـن x2 و x4 یـا x+4  و x +2 ، نمایـش اعـداد فرد 
بـه صـورت مضاربـی از عـدد 3، یـا دسـته بندی سـه تایی اشـکال بـرای نمایش اعـداد فرد، 
 a و a2 و a3  بـا نمـاد  یـا نمایـش سـه عـدد صحیح متوالـی بـا k نشـان دادن سـه برابـر

شواهدی بر این مدعاست.

پاسخ به پرسش های تحقیق

این مطالعه در پاسخ به چگونگی اثربخشی آموزش به  کمک راه حل های چندگانه بر توانایی 
اسـتدلال در دانش آموزان متوسـطه، انجام شـده اسـت. نتایج تحلیل آزمون های برگزارشده 
نشـان می دهد که اسـتفاده از این روش، توانسـته اسـت مهارت استدلال را در دانش آموزان 

افزایش دهد. 
پرسش دوم به دنبال مقایسۀ میزان اثربخشی این رویکرد بر مهارت استدلال دانش آموزان 
بـا مهـارت زیادتـر و کمتـر در درس ریاضی اسـت. نتایج تحلیل ها نشـان می دهد میانگین 
نمرۀ استدلال دانش آموزان رشتۀ ریاضی از پیش آزمون به پس آزمون افزایش یافته است؛ در 
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حالی که در گروه تجربی، تغییرات میانگین اندک است. نتایج اثر درون آزمودنی نیز نشان 
داد که از پیش آزمون به پس آزمون میانگین اسـتدلال افزایش داشـته و با توجه به معناداری 
اثـر تعاملـی زمـان × گـروه، گـروه دانش آموزان رشـتۀ ریاضی در مهارت اسـتدلال، عملکرد 

بهتری نسبت به رشتۀ تجربی داشته اند.  

بحث و نتیجه گیری

ایـن مطالعـه در راسـتای بررسـی اثـر روش تدریس با کمک راه حل هـای چندگانه بر تقویت 
اسـتدلال دانش آمـوزان در دو گـروه بـا مهـارت زیادتر و کمتر طراحی شـده اسـت. افزایش 
معنادار مهارت استدلال در دانش آموزان، هم سو با مطالعاتی نظیر لینچ و استار )2014( 
و اسـتار و جانسـن )2008( اسـت که مدعی اند مقایسـۀ چند راه حل برای حل یک مسأله، 
تأثیری مثبت بر روند بهبود تلاش های یادگیری دانش آموزان دارد و اسـتفاده از این روش 
را کلید دسـتیابی به دانش عمیق ریاضی می دانند )اسـکایلو و کروگ، 2014(. این روش 
هرچند در گروهی که از توانایی بیشتری در درس ریاضی برخوردارند، تأثیری        به مراتب 
بهتـر به همـراه داشـته، امـا در گـروه تجربی کـه مهارت کمتـری در ریاضی داشـته اند، نیز با 

شکست مواجه نشده است.
بر اساس برخی مطالعات، این روش یادگیرندگان را با سردرگمی مواجه می کند )لینچ 
و اسـتار، 2014( و ارائـۀ تصاویـر چندگانـه بـه ابهـام بیشـتر تصویـر اولیـه دامـن خواهد زد 
)وو، 1996(؛ بـه همیـن لحـاظ جایـی بـرای ایـن تردیـد می گشـایند کـه ایـن روش ممکن 
است برای تمامی دانش آموزان مفید و کارآمد نباشد یا فقط برای دانش آموزانی با توانایی 
علمی زیادتر، عملی باشـد )لینچ و همکاران، 2014(. نتایج این مطالعه در پاسـخ به این 
تردید، هرچند مشکلات و چالش های استفاده از این روش را به تمامی رد نمی کند، اما در 
مجموع استفاده از این روش را در دانش آموزان با توانایی بیشتر در ریاضیات کاملًا مؤثر 
می داند و اثربخشی آن را در دانش آموزان با توانایی کمتر، رد نمی کند و البته پیاده سازی آن 

را با مشکلات بیشتری همراه می داند. 
بررسـی کیفـی پاسـخ های دانش آمـوزان و توجـه بـه نمـودار و جدول فوق، نشـان دهندۀ 
برخـی بیماری هاسـت کـه در بدنـۀ  سیسـتم آموزشـی بـه چشـم می خـورد. در واقـع بـه نظـر 
می رسـد دانش آموزان پایۀ دهم ضرورت ارائۀ اثبات را به درسـتی درک نمی کنند و گاه بین 
تشخیص درستی یا نادرستی یک گزاره و تشخیص صحت اثبات آن گزاره، تمایز روشنی 
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قائل نیسـتند. ارائۀ مثال برای اثبات یک گزاره، رد اثبات های غیررسـمی نظیر رسـم شـکل 
یا اثبات های کلامی و پذیرش بی قید و شـرط اثبات های نمادین، همگی دالّ بر این اسـت 
کـه بیشـتر دانش آمـوزان هنـوز فهـم روشـنی از اثبات های معتبـر ندارند و اغلب با سـاختار 
اثبات هـای جبـری و اسـتدلال های اسـتنتاجی آشـنا نیسـتند و به خوبـی از مفهـوم و اهداف 

اثبات های ریاضی آگاهی ندارند. این نتیجه با مطالعات کلاهدوز )1390( هم سوست. 
بـه نظـر می رسـد آمـوزش بـه کمـک ارائۀ راه حل هـای مختلف بـرای یک مسـأله بر فهم 
دانش آمـوزان از اثبـات و ضـرورت آن تأثیـر مثبتی نداشـته است.آشـنانبودن دانش آموزان با 
گونه هـای معتبـر اثبـات، می توانـد تا حـد زیادی به نبـود این موضوع در کتاب های درسـی 

دانش آموزان1 و و دوری معلمان از استفادۀ این روش برای دانش آموزان برگردد.  
بخشی از خطای دانش آموزان را در تشخیص محدودیت برخی اثبات ها در پس آزمون 
می توان ناشـی از ناآشـنایی آنان با سـورهای عمومی و وجودی و بی توجهی به واژۀ »هر« 
در گـزارۀ »جمـع هـر دو عـدد زوج، زوج اسـت« دانسـت. به نظر می ر سـد فهـم دقیقی از 
آنچه به یک اثبات قوّت و اعتبار می بخشد، یا آنچه به اعتبار و قوّت آن آسیب می رساند، 
وجود ندارد تا بدانجا که حتی گاهی اشارات مستقیم یا غیرمستقیمی هم به متوالی بودن 

دو عدد زوج شده ولی این توالی، محدویتی برای اثبات قلمداد نشده است.
به علاوه یافته های این مطالعه، حاکی از آن است که در پایۀ دهم که چیزی بیش از سه 
سال به پایان تحصیلات عمومی دانش آموزان نمانده است، هنوز گذر از تفکر حسابی به 
تفکـر جبـری بـا موفقیت انجام نپذیرفته و غالب دانش آموزان با مفهوم متغیر و ضرورت 
استفاده از آن بیگانه اند. همین طور شواهد نشان می دهد همۀ دانش آموزان در بیان شفاف 
آن چه در ذهن دارند و استفاده از زبان ریاضی، موفق عمل نمی کنند بنابراین در مجموع، 
مرور کیفی پاسـخ ها نشـان دهندۀ فهم نادرسـت دانش آموزان از اثبات، ضرورت اثبات و 
ویژگی های اثبات معتبر، آشـنانبودن آنان با سـورهای وجودی و عمومی، ناآشـنایی کامل 
با مفهوم متغیر و شـکاف بین تفکر حسـابی و تفکر جبری و ضعف در گفتمان ریاضی 
اسـت. مواردی از این دسـت که به نظر می رسـد بهتر اسـت در کتب درسـی و نیز آموزش 

معلمان به شکل شایسته تر بدان توجه شود.

1  در کتاب های تازه انتشاریافته این مسأله مدنظر قرار گرفته و در پایه های مختلف، مباحثی به انواع اثبات و ضرورت آن اختصاص داده شده 
است.
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سخن آخر

هـدف ایـن پژوهـش، انتخـاب مسـیری بـود کـه مقصـد آن تقویـت مهـارت اسـتدلال در 
دانش آمـوزان، به مثابـۀ اساسـی ترین هـدف از آموزش ریاضی، باشـد. این مطالعه، نه مدعی 
یگانگیِ مسیر دستیابی به چنین مقصدی است و نه مدعی ارائۀ الگویی که تبعیت گام به گام 
از آن، محصولـی واحـد را بـرای همـگان رقـم بزنـد؛ بلکـه بـا اسـتناد به اصل عـدم قطعیت 
و منحصربه فـردی موقعیت هـای مختلـف کلاس درس و بـا دقت نظـر بـه پیچیدگی هـا و 
ظرافت هـای رفتارهـای انسـانی، تـلاش بـرای به  کارگیـری مجموعه ای از قواعـد را با روح 
تدریس در تضاد دانسـته  و معتقد اسـت تدریس، کنشـی بین انسـانی، پیچیده و هنرمندانه  
است که تن به قالب تکنیک نخواهد داد )گیلبرت هایت1، ویلیام جیمز2، ای پال تورنس3 
و هانتر4، به نقل از مهرمحمدی و عابدی، 1380، آیزنر5، 1994(. بنابراین، این پژوهش، 
مقام معلمان را در قضاوت فکورانه، نقادانه و هشـیارانه برای اسـتفاده یا عدم اسـتفاده از 
یافته هـای ایـن پژوهش به رسـمیت می شناسـد و تنها مدعی اسـت که توانسـته بـا تأکید بر 
راه  حل های چندگانه در آموزش ریاضی، مهارت استدلال را در دانش آموزان افزایش دهد.

1 Gilbert Highet 
2 William James 
3 E. Paul Torrance 
4 Hunter 
5 Eisner 
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